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Aufgabe 1 (2 + 3 4+ 5 Punkte)

a)

b)

Wir betrachten die Matrix A € R**? gegeben durch A = (2 4

L 2). Bestimmen Sie die

Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

Loésungsvorschlag: Es gilt fiir das charakteristische Polynom von A

pa(\) = det(A — \Ip) = '1 -\ 2

9 4_)\‘:(1—)\)(4—/\)—4:)\2—5)\:)\0\—5),

die Eigenwerte sind also 0 und 5. Fiir die Eigenrdume gilt

E4(0) = Kern (; i) = Kern ((1) g) = (é _21) = E4(0) =lin { <_21)}
as) = Kern (31 2)) =wem (g ) = (5 23)
= E(5) = lin { (:%) } = lin { @ }

ey + ev’
ay(e® + ze¥’)
dass w ein Potentialfeld ist, und bestimmen Sie fiir dieses a ein zugehoriges Potential.

Sei @ : R? — R mit w(z,y) = ( ), wobei a € R. Bestimmen Sie a so,

Losungsvorschlag: Damit @ ein Potentialfeld ist, miissen die Integratilitdtsbedingun-
gen erfiillt sein. Es muss also

Dywi (z,y) = 2ye” + 2y’ = aye” + aye?” = dywy(x, y)

gelten, woraus a = 2 folgt. Da R? einfach zusammenhiingend ist, ist die Bedingung a = 2
hinreichend. Eine Stammfunktion finden wir nun iiber

W(z,y) = /emy2 1 eVidr = e“y? + ze¥ + C(y)

oW (x,y) = 2ye” + 2rye?” = wo(z,y) = 2ye® + 2xye?”

Also wéhlen wir z.B. C(y) =0

= W(z,y) = e*y® + ze’’



c) Bestimmen Sie die Inverse der Matrix B =

=~ o =
W DN =
wW W =

Losungsvorschlag:
Es gilt
111100 1 1 1 1 00
3230102222210 -1 0 -310
43300 1) 27723\ -1 -1 -4 0 1
1 0 1 -2 1 100 -3 0 1
LBt g 10 =31 0 | 222 % g1 0 3 -1 0
Zmhds \gog01 01 1 —-1) 277”2 \oo1 1 1 -1
Es folgt
3 0 1
B'=13 -1 0
1 1 —1

Aufgabe 2 (5 + 2 4+ 3 Punkte)

2

a) Sei f:R*> =R, (z,y) — zy, und B = {(z,y) € R? : 2° + % < 1}. Bestimmen Sie das
Minimum und Maximum von f auf B.

Losungsvorschlag: Wir untersuchen zunéchst das Innere von B. Es gilt

Vi = (4) 2 (§) @ =00

Da jedoch (3,3) und (3,—1) in B liegen und f(3,3) = 1, f(3,—3) = —1, ist (0,0)

1
202 2 4

wegen f(0,0) = 0 weder das Maximum noch das Minimum von f auf B. Somit wird es

auf dem Rand angenommen.

Wir benutzen Lagrange mit der Menge
y?
C= {(x,y) €R2zx2+5:1}

Mit h(z,y) = x* + % —1ist C = h™1({0}) abgeschlossen (da h stetig und {0} abge-
schlossen) und beschrankt fir (z,y) € C

2
x2+y2<2(x2+?)—2

Zudem ist f stetig differenzierbar und A'(z,y) = (22 y) hat nur in (0,0) ¢ C nicht den
vollen Rang 1.

Lagrange liefert fiir ein Extremum nun die Gleichungen
y+A-2r=0&y=-—2z\
TH+Ny=0=0=x—2\2 =2(1 —2)\?)

wobei x # 0 gilt. (sonst (z,y) = (0,0)), also folgt 2A\? =1 X\ = j:\/L5 =y =TFV22



b)

Da weiterhin (z,y) € C folgt

22 1 1
x2+i:1<:>w2:—<:>x:j:—

2 2 V2

und damit
y==+1

()1 ()
(o))

max f(x,y)z%z— min f(z,y)

(z,y)eB (z,y)EB

Es gilt

und somit ist

Bestimmen Sie die Bogenlénge der Kurve

1= (1) e 0.3l

3

Losungsvorschlag: Wir berechnen +/(t) = (22;2) und es folgt

V3 V3 V3
zw:/ w<t>rdt=2/ Wumt:z/ IT Pt
0 0 0

Substituiere: s = /1 + #2
2 2 .17 14
I(y) = 2ds = |35°| =+
-2 [ 2 {3} .

. . . a s (@y) #(0,0)
Gegeben sei die Funktion ¢ : R? — R mit g(x,y) = { ity O " 7. Untersu-
° ! =10 ) = 0,0

chen Sie g auf Stetigkeit in (0,0). Untersuchen Sie die partielle Ableitung %(O, 0) auf
Existenz und berechnen Sie sie gegebenenfalls.

Losungsvorschlag: g ist in (0,0) unstetig, da (£,2) — (0,0) und

11 Lo
o l= ===+
g(n’n) 2 2#

Fiir die partielle Ableitung gilt

t t
und somit 0 0.0
limg(t, ) —9(0,0) _0
t—0 t

— bitte wenden —



Aufgabe 3 (4 + 6 Punkte)

a)

b)

Wir betrachten das Integral

1 parccos(y)
/ / sin(sin(z)) dzdy.
0 0

Skizzieren Sie den Integrationsbereich, vertauschen Sie die Integrationsreihenfolge und
berechnen Sie damit den Wert des Integrals.

Losungsvorschlag: Vertauschen der Integrationsreihenfolge ergibt folgende Integrati-
onsbereiche -
T € [O, 5} , 10, cos(z)]

5 fcos(z) 3
/ / sin(sin(z)) dedy = / cos(z) sin(sin(z)) dzdy
o Jo 0

— [~ cos(sin(z))] = 1 — cos(sin(g)) — 1 — cos(1)

Wir betrachten das Vektorfeld v : R® — R3 mit v(z,y,z) = —v . Die

22% +sinz
Oberfliche von D = {(x,y,2) € R®: 0 < 2 < 1 — /22 + y2} wird mit dD bezeichnet.
Berechnen Sie mit Hilfe des Divergenzsatzes den Ausfluss von ¢ durch 0D, das heift
das Integral f f ap U N do, wobei N der Normaleneinheitsvektor ist, der ins AuBere des
Bereichs zeigt.

Loésungsvorschlag:

Nach dem Divergenzsatz gilt

///aDﬁ.NdOZ///D(V'ﬁ)d(x,y,z)
:///jjy—y+42d(x7y,z):///[)42(1(33’%2)

Mittels Transformation in Zylinderkoordinaten ergibt sich

Tl pler 1 -
:/ / / 427’dzd7’d<p:27r/ [222}0 "rdr
o Jo Jo 0
1

4 1,
227T/ 2(1 —r?)rdr =2m |r? — -1 + —p? _T
0 3 2 ], 3



