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Aufgabe 1 ( 2 + 3 + 5 Punkte)

a) Wir betrachten die Matrix A ∈ R2×2 gegeben durch A =

(
1 2
2 4

)
. Bestimmen Sie die

Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

Lösungsvorschlag: Es gilt für das charakteristische Polynom von A

pA(λ) = det(A− λI2) =

∣∣∣∣1− λ 2
2 4− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)(4− λ)− 4 = λ2 − 5λ = λ(λ− 5),

die Eigenwerte sind also 0 und 5. Für die Eigenräume gilt

EA(0) = Kern

(
1 2
2 4

)
= Kern

(
1 2
0 0

)
⇒
(

1 2
0 −1

)
⇒ EA(0) = lin

{(
2
−1

)}

EA(5) = Kern

(
−4 2
2 −1

)
= Kern

(
1 −1

2

0 0

)
⇒
(

1 −1
2

0 −1

)
⇒ EA(5) = lin

{(
−1

2

−1

)}
= lin

{(
1
2

)}

b) Sei ~w : R2 7→ R mit ~w(x, y) =

(
exy2 + ey

2

ay(ex + xey
2
)

)
, wobei a ∈ R. Bestimmen Sie a so,

dass ~w ein Potentialfeld ist, und bestimmen Sie für dieses a ein zugehöriges Potential.

Lösungsvorschlag: Damit ~w ein Potentialfeld ist, müssen die Integratilitätsbedingun-
gen erfüllt sein. Es muss also

∂yw1(x, y) = 2yex + 2yey
2 !

= ayex + ayey
2

= ∂xw2(x, y)

gelten, woraus a = 2 folgt. Da R3 einfach zusammenhängend ist, ist die Bedingung a = 2
hinreichend. Eine Stammfunktion finden wir nun über

W (x, y) =

∫
exy2 + ey

2

dx = exy2 + xey
2

+ C(y)

∂yW (x, y) = 2yex + 2xyey
2 !

= w2(x, y) = 2yex + 2xyey
2

Also wählen wir z.B. C(y) = 0

⇒ W (x, y) = exy2 + xey
2



c) Bestimmen Sie die Inverse der Matrix B =

 1 1 1
3 2 3
4 3 3

.

Lösungsvorschlag:

Es gilt 1 1 1 1 0 0
3 2 3 0 1 0
4 3 3 0 0 1

 Z3→Z3−4Z1−−−−−−−→
Z2→Z2−3Z1

1 1 1 1 0 0
0 −1 0 −3 1 0
0 −1 −1 −4 0 1


Z1→Z1+Z2−−−−−−→
Z3→Z2−Z3

1 0 1 −2 1 0
0 −1 0 −3 1 0
0 0 1 1 1 −1

 Z1→Z1−Z3−−−−−−→
Z2→−Z2

1 0 0 −3 0 1
0 1 0 3 −1 0
0 0 1 1 1 −1


Es folgt

B−1 =

−3 0 1
3 −1 0
1 1 −1


Aufgabe 2 ( 5 + 2 + 3 Punkte)

a) Sei f : R2 → R, (x, y) 7→ xy, und B = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2

2
6 1}. Bestimmen Sie das

Minimum und Maximum von f auf B.

Lösungsvorschlag: Wir untersuchen zunächst das Innere von B. Es gilt

∇f(x, y) =

(
y
x

)
!

=

(
0
0

)
⇔ (x, y) = (0, 0)

Da jedoch (1
2
, 1
2
) und (1

2
,−1

2
) in B liegen und f(1

2
, 1
2
) = 1

4
, f(1

2
,−1

2
) = −1

4
, ist (0, 0)

wegen f(0, 0) = 0 weder das Maximum noch das Minimum von f auf B. Somit wird es
auf dem Rand angenommen.

Wir benutzen Lagrange mit der Menge

C =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 +

y2

2
= 1

}

Mit h(x, y) = x2 + y2

2
− 1 ist C = h−1({0}) abgeschlossen (da h stetig und {0} abge-

schlossen) und beschränkt für (x, y) ∈ C

x2 + y2 6 2

(
x2 +

y2

2

)
= 2

Zudem ist f stetig differenzierbar und h′(x, y) = (2x y) hat nur in (0, 0) /∈ C nicht den
vollen Rang 1.

Lagrange liefert für ein Extremum nun die Gleichungen

y + λ · 2x = 0⇔ y = −2xλ

x+ λ · y = 0⇒ 0 = x− 2λ2x = x(1− 2λ2)

wobei x 6= 0 gilt. (sonst (x, y) = (0, 0)), also folgt 2λ2 = 1⇔ λ = ± 1√
2
⇒ y = ∓

√
2x



Da weiterhin (x, y) ∈ C folgt

x2 +
2x2

2
= 1⇔ x2 =

1

2
⇔ x = ± 1√

2

und damit
y = ±1

Es gilt

f

(
1√
2
, 1

)
= f

(
− 1√

2
,−1

)
=

1√
2

f

(
1√
2
,−1

)
= f

(
− 1√

2
, 1

)
= − 1√

2

und somit ist

max
(x,y)∈B

f(x, y) =
1√
2

= − min
(x,y)∈B

f(x, y)

b) Bestimmen Sie die Bogenlänge der Kurve

γ(t) =

(
t2

2t3

3

)
, t ∈ [0,

√
3].

Lösungsvorschlag: Wir berechnen γ′(t) =

(
2t
2t2

)
und es folgt

l(γ) =

∫ √3
0

|γ′(t)| dt = 2

∫ √3
0

√
t2 + t4 dt = 2

∫ √3
0

t
√

1 + t2 dt

Substituiere: s =
√

1 + t2

l(γ) = 2

∫ 2

1

s2 ds =

[
2

3
s3
]2
s=1

=
14

3

c) Gegeben sei die Funktion g : R2 → R mit g(x, y) =

{ xy
x2+y2

, (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0)
. Untersu-

chen Sie g auf Stetigkeit in (0, 0). Untersuchen Sie die partielle Ableitung ∂g
∂x

(0, 0) auf
Existenz und berechnen Sie sie gegebenenfalls.

Lösungsvorschlag: g ist in (0, 0) unstetig, da
(
1
n
, 1
n

)
→ (0, 0) und

g

(
1

n
,

1

n

)
=

1
n2

2
n2

=
1

2
6= 0.

Für die partielle Ableitung gilt

g(t, 0)− g(0, 0)

t
=

0

t
= 0

und somit

lim
t→0

g(t, 0)− g(0, 0)

t
= 0.

– bitte wenden –



Aufgabe 3 ( 4 + 6 Punkte)

a) Wir betrachten das Integral∫ 1

0

∫ arccos(y)

0

sin(sin(x)) dxdy.

Skizzieren Sie den Integrationsbereich, vertauschen Sie die Integrationsreihenfolge und
berechnen Sie damit den Wert des Integrals.

Lösungsvorschlag: Vertauschen der Integrationsreihenfolge ergibt folgende Integrati-
onsbereiche

x ∈
[
0,
π

2

]
, [0, cos(x)]

∫ π
2

0

∫ cos(x)

0

sin(sin(x)) dxdy =

∫ π
2

0

cos(x) sin(sin(x)) dxdy

= [− cos(sin(x))]
π
2
0 = 1− cos(sin(

π

2
)) = 1− cos(1)

b) Wir betrachten das Vektorfeld ~v : R3 → R3 mit ~v(x, y, z) =

 xy

−y2

2

2z2 + sinx

. Die

Oberfläche von D = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 6 z 6 1 −
√
x2 + y2} wird mit ∂D bezeichnet.

Berechnen Sie mit Hilfe des Divergenzsatzes den Ausfluss von ~v durch ∂D, das heißt
das Integral

∫∫
∂D
~v · ~N do, wobei ~N der Normaleneinheitsvektor ist, der ins Äußere des

Bereichs zeigt.

Lösungsvorschlag:

Nach dem Divergenzsatz gilt∫∫∫
∂D

~v · ~N do =

∫∫∫
D

(∇ · ~v) d(x, y, z)

=

∫∫∫
D

y − y + 4z d(x, y, z) =

∫∫∫
D

4z d(x, y, z)

Mittels Transformation in Zylinderkoordinaten ergibt sich

=

∫ π
2

0

∫ 1

0

∫ 1−r

0

4z r dz dr dϕ = 2π

∫ 1

0

[
2z2
]1−r
0

r dr

= 2π

∫ 1

0

2(1− r2) r dr = 2π

[
r2 − 4

3
r3 +

1

2
r4
]1
0

=
π

3
.


