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Aufgabe 1 (20 Punkte)

0 0 1
a) Fiir das charakteristische Polynom von A= [0 1 0 | ergibt sich
1 00

-\ 0 1
xa(A) =det(A—A3)=det [ 0 1—-X 0 |=—(\)-det <_A L >
1 0 —A
= —(A=1)>%\+1).

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von x4, also 1,1, —1. Die zugehorigen Ei-
genrdume lauten

1 01 1 01 1
Ea(-1)=Kern(A+I3)=Kern |0 2 0| =Kern [0 1 0] =lin{[ 0 |},
1 01 000 -1
-1 0 1 1 0 -1 0 1
Es(l)=Kern(A—Iz)=Kern[ 0 0 0 |=Kemn |0 0 0 | =ln{{1].,{0]}
1 0 -1 00 O 0 1

b) Offensichtlich sind die Vektoren y; und yo linear unabhéngig.

Zur Berechnung einer Orthonormalbasis von lin{y;, y2} fithren wir nun das Verfahren von
Gram-Schmidt durch:

1
U1 V1 1 1 -1
vy =Y, up = = =—=y1=—F=
T T e T VIririro 3T T VB | 1
0
Weiter ist (y2,v1) = —2 und wir erhalten

-1 1 -1 -1
vg':y2—<y2’vl>v1: Ll o —2f(-1]_1]1 vy = 2 — 1 1
(vi,v1) 0 311 327 ool V15 | 2
1 0 3 3

Folglich bilden w1, u2 eine Orthonormalbasis von lin{y1, y2}.

Aufgabe 2 (20 Punkte) Die Funktion f ist als Komposition stetiger Funktionen stetig. Da S
abgeschlossen und beschrénkt ist, nimmt f auf S Maximum und Minimum an. Zu deren Bestim-
mung untersuchen wir zunichst diese Funktion innerhalb des Gebietes 22 + 2y? < 1. Offensichtlich
gilt Vf = (2zy,2%)T = (0,0)7 genau dann, wenn x = 0 und fiir z = 0 gilt £(0,y) = 0.



Um die Funktion f am Rand zu untesuchen verwenden wir die Multiplikatorenregel von Lagrange:
Ist

h: R? 5 R, hz,y) = 2% +2y> — 1,
definiert, dann gilt S = {(z,y) € R?: h(x,y) = 0} sowie
B (z,y) = (2x 4y)
und rgh/(z,y) < 1 ist #quivalent zu z = y = 0, was jedoch fiir (z,y) mit 22 + 2y> = lnicht
vorkommt. Also gilt rgh/(z,y) = 1 fiir alle (z,y) am Rand von S.

Wir betrachten die Lagrangefunktion

L:R® 5 R, L(z,y,\) = 2%y + Mz? + 2% — 1).

Dann gilt
2zy + 2z
grad L(z,y, \) = 2 + 4y
2+ 2% -1
und grad L(z, y, \) = 0 ist dquivalent zu:
y+A=0 (1)
2?2 =4y =0 (2)
24+ 2y —1=0 (3)
Aus Gleichungen (2) und (3): « = 0 folgt, dass 2% = 2 und y* = §. Wir bekommen die Losunge

(+32, &) und (+

Aufgrund von

I
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V2 1 2 V2 o1 2
x70 :07 :l:i - = I —— und iia—i = —
) RVERV N RVERRN AN
besitzt f auf S das Maximum \f und das Minimum _V
Aufgabe 3 (20 Punkte)
a) Definitionsgemif ist
- x [—sint -t —sint
/17- d§’:/ (y(t)) - 4(t) dt :/ cost-t |- | cost |dt
o 0 0 1 1
s 7T2
:/ (t-(sin®t +cos?t) + 1) dt = o T
0

b) Die Funktion ¥ ist stetig differenzierbar. ¥ ist genau dann ein Potentialfeld, wenn die Ver-
traglichkeitsbedingung erfiillt ist, wenn also rot v = 0. Es gilt

Davg — 0302 3z — 3x
rot (z,y,z) = | Ogv1 —O1v3 | = |3y —cos(z —2) —3y+cos(x—=z) | =0.
O1vg — Dauy 3z —3z

Es sei g: R* — R ein zugehoriges Potential. Da d,g(z,y, 2) = 22 + 3yz + sin(z — 2) gelten
soll, ergibt sich

1
—a3 + 3zyz — cos (z — 2) + c(y, 2)

9(3372%2) = 3



mit einer gewissen Funktion c. ES folgt Oyg(z,y,z) = 3xz+0yc(y, ), und dies soll = 3zz+2y?
sein. Das bedeutet dyc(x,y) = , also ¢(y, z) = 2y + d(2) gilt.Somit:

1 2
—a3 4+ 3ayz — cos (x — 2) + ~y° +d(2).

9(x,y,2) = 3 3

Hieraus folgt 0,g9(x,y,2) = 3zy — sin (z — 2) + d’(z), und damit ergibt sich die Forderung
d'(z) = 0. Wir wihlen d(z) = 0 und haben damit das Potential

1 2
= — 23 + 3xyz — cos (x — 2) + gy?’.

g(z,y, 2) 3

Aufgabe 4 (20 Punkte)

a) Nach dem Divergenzsatz ist

//ﬁ-ﬁdo—// (V) d(z,y, 7).
F Z

Nun gilt (V- 9)(z,y,2) = 0x(2?) + 9y(z —y) + 0. (2% — ¥?) = —1 und mit Zylinderkoordinaten
x=rcos¢,y=rsing, z =z, wobei r € [0,+/z], ¢ € [0,27], z € [0, 1], folgt

// Ndo—/// day) = [[[ Cordees)

[0,1]x[0,27] % [0,4/Z]

//%/ rdrdQSdZ—/ /27r )z dgbdz
S
2

b) Es gilt

1 V1—z? 1 1 0 1 1 1
//md(w,y):/ / xdmdy:/ le—l"le’:—/ \/ﬁdu:/ Vudu = = .
/s o Jo 0 2/ 2 Jo 3



