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Aufgabe 1 (20 Punkte)

a) Für das charakteristische Polynom von A =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 ergibt sich

χA(λ) = det(A− λI3) = det

−λ 0 1
0 1− λ 0
1 0 −λ

 = −(λ) · det

(
−λ 1
1 −λ

)
= −(λ− 1)2(λ+ 1).

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von χA, also 1, 1,−1. Die zugehörigen Ei-
genräume lauten

EA(−1) = Kern(A+ I3) = Kern

1 0 1
0 2 0
1 0 1

 = Kern

1 0 1
0 1 0
0 0 0

 = lin{

 1
0
−1

},
EA(1) = Kern(A− I3) = Kern

−1 0 1
0 0 0
1 0 −1

 = Kern

1 0 −1
0 0 0
0 0 0

 = lin{

0
1
0

 ,

1
0
1

}.
b) Offensichtlich sind die Vektoren y1 und y2 linear unabhängig.

Zur Berechnung einer Orthonormalbasis von lin{y1, y2} führen wir nun das Verfahren von
Gram-Schmidt durch:

v1 := y1, u1 :=
v1
‖v1‖

=
v1√

1 + 1 + 1 + 0
=

1√
3
y1 =

1√
3


1
−1
1
0

 .

Weiter ist 〈y2, v1〉 = −2 und wir erhalten

v2 := y2 −
〈y2, v1〉
〈v1, v1〉

v1 =


−1
1
0
1

− −2

3


1
−1
1
0

 =
1

3


−1
1
2
3

 , u2 :=
v2
‖v2‖

=
1√
15


−1
1
2
3

 .

Folglich bilden u1, u2 eine Orthonormalbasis von lin{y1, y2}.

Aufgabe 2 (20 Punkte) Die Funktion f ist als Komposition stetiger Funktionen stetig. Da S
abgeschlossen und beschränkt ist, nimmt f auf S Maximum und Minimum an. Zu deren Bestim-
mung untersuchen wir zunächst diese Funktion innerhalb des Gebietes x2 + 2y2 < 1. Offensichtlich
gilt ∇f = (2xy, x2)T = (0, 0)T genau dann, wenn x = 0 und für x = 0 gilt f(0, y) = 0.
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Um die Funktion f am Rand zu untesuchen verwenden wir die Multiplikatorenregel von Lagrange:
Ist

h : R2 → R, h(x, y) = x2 + 2y2 − 1,

definiert, dann gilt S = {(x, y) ∈ R2 : h(x, y) = 0} sowie

h′(x, y) =
(
2x 4y

)
und rgh′(x, y) < 1 ist äquivalent zu x = y = 0, was jedoch für (x, y) mit x2 + 2y2 = 1nicht
vorkommt. Also gilt rgh′(x, y) = 1 für alle (x, y) am Rand von S.
Wir betrachten die Lagrangefunktion

L : R3 → R, L(x, y, λ) = x2y + λ(x2 + 2y2 − 1).

Dann gilt

gradL(x, y, λ) =

 2xy + 2λx
x2 + 4λy

x2 + 2y2 − 1


und gradL(x, y, λ) = ~0 ist äquivalent zu:

y + λ = 0 (1)

x2 − 4y2 = 0 (2)

x2 + 2y2 − 1 = 0 (3)

Aus Gleichungen (2) und (3): x = 0 folgt, dass x2 = 2
3 und y2 = 1

6 . Wir bekommen die Lösunge

(±
√
2√
3
, 1√

6
) und (±

√
2√
3
,− 1√

6
).

Aufgrund von

f(x, 0) = 0 , (±
√

2√
3
,

1√
6

) = − 2

3
√

6
und (±

√
2√
3
,− 1√

6
) =

2

3
√

6

besitzt f auf S das Maximum 2
3
√
6

und das Minimum − 2
3
√
6
.

Aufgabe 3 (20 Punkte)

a) Definitionsgemäß ist

∫
γ
~v · d~s =

∫ π

0
~v(γ(t)) · γ̇(t) dt =

∫ π

0

− sin t · t
cos t · t

1

 ·
− sin t

cos t
1

 dt

=

∫ π

0
(t · (sin2 t+ cos2 t) + 1) dt =

π2

2
+ π.

b) Die Funktion ~v ist stetig differenzierbar. ~v ist genau dann ein Potentialfeld, wenn die Ver-
träglichkeitsbedingung erfüllt ist, wenn also rot~v = ~0. Es gilt

rot~v(x, y, z) =

∂2v3 − ∂3v2∂3v1 − ∂1v3
∂1v2 − ∂2v1

 =

 3x− 3x
3y − cos (x− z)− 3y + cos (x− z)

3z − 3z

 = ~0 .

Es sei g : R3 → R ein zugehöriges Potential. Da ∂xg(x, y, z) = x2 + 3yz + sin(x − z) gelten
soll, ergibt sich

g(x, y, z) =
1

3
x3 + 3xyz − cos (x− z) + c(y, z)
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mit einer gewissen Funktion c. Es folgt ∂yg(x, y, z) = 3xz+∂yc(y, z), und dies soll = 3xz+2y2

sein. Das bedeutet ∂yc(x, y) = 2
3y

3, also c(y, z) = 2
3y

3 + d(z) gilt.Somit:

g(x, y, z) =
1

3
x3 + 3xyz − cos (x− z) +

2

3
y3 + d(z) .

Hieraus folgt ∂zg(x, y, z) = 3xy − sin (x− z) + d′(z), und damit ergibt sich die Forderung
d′(z) = 0. Wir wählen d(z) = 0 und haben damit das Potential

g(x, y, z) =
1

3
x3 + 3xyz − cos (x− z) +

2

3
y3 .

Aufgabe 4 (20 Punkte)

a) Nach dem Divergenzsatz ist∫∫
F

~v · ~N do =

∫∫∫
Z

(∇ · ~v ) d(x, y, z) .

Nun gilt (∇·~v)(x, y, z) = ∂x(z2) + ∂y(z− y) +∂z(x
2− y2) = −1 und mit Zylinderkoordinaten

x = r cosφ, y = r sinφ, z = z, wobei r ∈ [0,
√
z], φ ∈ [0, 2π], z ∈ [0, 1], folgt∫∫

F

~v · ~N do =

∫∫∫
P

(−1) d(x, y, z) =

∫∫∫
[0,1]×[0,2π]×[0,

√
z]

(−1) r d(r, φ, z)

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ √z
0

(−1)r dr dφ dz =

∫ 1

0

∫ 2π

0
(−1)z

1

2
dφ dz

= −1

2
π .

b) Es gilt∫∫
K

x d(x, y) =

∫ 1

0

∫ √1−x2
0

x dx dy =

∫ 1

0
x
√

1− x2 dx = −1

2

∫ 0

1

√
u du =

1

2

∫ 1

0

√
u du =

1

3
.
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