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Aufgabe 1 (4 + 8 + 6 Punkte)

. . - o o T . .
a) Zeigen Sie, dass das Vektorfeld ¥ : R? — R? mit 4(z,y) = (mz f'tf) ein Potentialfeld
5 1
ist und bestimmen Sie ein zugehoriges Potential.

b) Wir betrachten die Matrix B = ( 9B a)

(i) Zeigen Sie, dass die Vektoren 0 := } und v5 = (_11

Matrix B sind und bestimmen Sie die zugehorigen Eigenwerte.

) Eigenvektoren der

(i) Bestimmen Sie mit Hilfe des Teils (i) eine orthogonale Matrix S, so dass S™'BS
diagonal ist. Geben Sie S~! und S~'BS an.

(i) Untersuchen Sie die Matrix B auf Definitheit.

c) Seig: R?— R, gegeben durch

@ +)cos () (@) £ 0.0

12+y2

0, (z,y) = (0,0).

(i) Zeigen Sie, dass die partielle Ableitung g.(0,0) existiert und berechnen Sie diese.

9(z,y) =

(if) Ist die partielle Ableitung g, stetig in (0,0)? Begriinden Sie Thre Antwort.
Hinweis: Sie kénnen ohne Beweis verwenden, dass fiir alle (z,y) # (0,0) gilt

g, y) = 2z cos (\/I;+y2> + \/:c:+y2 sin <\/z':+y2>'
Aufgabe 2 (10 + 8 + 4 Punkte)

a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Multiplikatorenregel von Lagrange die Punkte (z,y) € R?
auf der Kreislinie 22 +y% — 1 = 0, die vom Punkt (1, v/3) den kleinsten bzw. den groften
Abstand haben. Geben Sie die Abstidnde an.

b) Berechnen Sie unter Verwendung von Polarkoordinaten das Integral [, 3yd(z,y), wobei
B={(z,y) eR*: (@*+y?)i <2 +y®, 220, y>0}

¢) Wir betrachten ein differenzierbares Potentialfeld @ : R* — R*® mit Potential f. Sei
7 : [a, b] — R? eine differenzierbare Kurve. Zeigen Sie, unter Verwendung der Gleichheit
v = V f, die aus der Vorlesung bekannte Aussage

/ 7+ d3 = f(+(b) - f(7(a)).

~
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Aufgabe 3 (16 + 6 Punkte)
a) Es sei das Vektorfeld @ : R® — R? definiert durch

-y
v(z,y,2) = | x
z

Wir betrachten die Fliche
F={(z,y,2) eR®*: z=2+9* 22+4*+2°><2}

(i) Zeigen Sie, dass am Rand 0F der Fliche F gilt 22 +y? = 1.

(i) Berechnen Sie, mit Hilfe des Teils (i) und unter Verwendung des Integralsatzes
von Stokes das Integral [ fg rotv(z, y, z) - 7ido, wobei 7t der Normaleneinheitsvektor
ist, der nach unten zeigt, also die z Komponente von 7i ist negativ.

(iii) Berechnen Sie das gleiche Integral [ [, rotv(z,y, 2) - 7ido wie im Teil (ii) direkt,
also ohne Verwendung des Integralsatzes von Stokes.

b) Wir nehmen an, dass 7' : R® — R eine differenzierbare Funktion ist, welche die Tempe-
ratur beschreibt als Funktion des Ortes (z,y, z) zu einem festen Zeitpunkt. Die Wirme-
stromdichte ist ein Vektorfeld, das beschreibt wie die Wirme fliet. Die Wirmestrom-
dichte zu diesem festen Zeitpunkt kann durch das Vektorfeld w(z,y, z) = —VT(z,y, z)
gegeben werden. Erkliaren Sie dies anhand der Eigenschaften des Gradienten.

Aufgabe 4 ( 8 + 10 Punkte)

a) Sei f:R? — R differenzierbar. Seien w, = (i) und wy = (_11) Wir nehmen an, dass
f(1,2) = 3. Es gelten fiir die Richtungsableitungen in (1, 2) die Gleichheiten

of

of
8—111'1(1’2) =3 und 0—152(1,2) =1

Bestimmen Sie das erste Taylorpolynom (also von Grad 1) von f in (1,2) und approxi-
mieren Sie damit den Wert f(1.2,1.9).
b) Sei
B={(z,y,2) €R*: (z,y) € A, /3(a®+9?) <2< V3},

wobei
A={(z,y) eR?*: 220, y=>-z, 2°+y*<1}.

(i) Skizzieren Sie die Menge A in R? und danach die Menge B in R®. Begriinden Sie
Thre Skizzen.

(i) Geben Sie B in Kugelkoordinaten an. Begriinden Sie Thre Wahl der Grenzen fiir
die Kugelkoordinaten (6, ¢, 7).

Viel Erfolg!
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