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Aufgabe 1 (44 2+ 4 =10 Punkte)

a) Bestimmen Sie fiir die Matrix

0 1 -1
A=1-2 3 1
-1 1 1

alle Eigenwerte sowie die dazugehorigen Eigenrdume.

b) Gegeben sei B € R**? mit det B = 1 und Spur B = 1. Berechnen Sie die Eigenwerte
von B. Ist B diagonalisierbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.

¢) Im Vektorraum C°(R) der auf R stetigen Funktionen seien die Funktionen by, by, b3 :
R — R gegeben durch

bi(r) =1, bo(x) =cosz, bs(x)=cos’*(z) (x € R).

Es sei U := lin{by, by, b3}. Ist by, b, bg eine Basis von U? Wird durch ¢(b;) = by,
j =1,2,3, eine lineare Abbildung ¢ : U — U definiert? Begriinden Sie Thre Antwort
jeweils.

Zeigen Sie v € U fiir die Funktion v : R — R, x + v(x) = cos(2x), und berechnen Sie

¢(v).
Loésungsvorschlag
a) Das charakteristische Polynom der Matrix A ist gegeben durch
p(A) =det(A— M) = =A(A—=3)(A—1).

Also hat A die drei Eigenwerte 0, 3, 1 jeweils mit algebraischer Vielfachheit 1. Auch die
geometrische Vielfachheit ist also jeweils 1. Man berechnet fAZ—llr die Eigenrdume:

0 1 -1 2
Es(0) = KernA—0-I=Kern | -2 3 =lin{| 1]},
-1 1 1
-1 1 -1 1
Es(1) = KernA—1-I=Kern | -2 2 1 | =lin{(1]},
-1 1 0
-3 1 -1 1
Fs3) = KernA—-3-I=Kemn [-2 0 1 | =lin{|5]}.
-1 1 =2 2



b)

Die Eigenwerte von B seien mit A\, Ay € C bezeichnet. Da die Determinante das
Produkt der Eigenwerte und die Spur die Summe der Eigenwerte ist, erhalten wir
AMAy = 1 und Ay + Ay = 1. Somit ist Ay = 1/A; und durch Einsetzen ergibt sich
A+ 1/2; =1bzw. A2 — A\ +1 =0 mit Losung

11 14 /3
M=-t4/-—-1= V3i
27 V1 2

=1 gilt somit

1-v3i | 1436
Wegen —; 5

{A A2} =4

14 /3i 1—\/§¢}
2 b b

2

und beide Eigenwerte sind verschieden. Damit ist die geometrische Vielfachheit jeweils
1 und die Matrix B ist diagonalisierbar.

Die Funktionen by, by, b3 bilden eine Basis von U, denn sie sind linear unabhéngig: Sind
a, B,v € R mit ab; + Bby 4+ vbs = 0, so gilt fiir jedes x € R:

o+ Beos + ycos(z) = aby(z) + Bby(z) + vbs(x) = 0.

Mit x = 7/2 erhélt man o = 0, mit x = 0 erhélt man 8+~ = 0, und mit x = 7 erhalt
man —f 4+ v = 0, so dass insgesamt o = 8 = v = 0 folgt.

Durch ¢(b;) := by—; wird eine genau eine lineare Abbildung ¢ : U — U definiert, da
b1, by, bs eine Basis von U ist.

Fiir jedes = € R ist
v(x) = cos(2z) = COS2($) - sinz(x) =2 cosz(x) — 1 =2b3(z) — by(x).
Es gilt also v = 2b3 — b; € U und

d(v) = 2¢(bs) — ¢(by) = 2by — b3, ¢(v)(z) =2 — cos*(x), (v € R).

Aufgabe 2 (5+ 5 = 10 Punkte)

a)

b)

Sei D :={(z,y) e R*: 2,y € [0,1),z+y € (0,1]} und sei f: D — R gegeben durch

T Y l—2z—y
Y) = ; ,y) €D.
f(z,y) i pr Ry (z,9)

Bestimmen Sie alle lokalen Extremstellen von f im Inneren von D und die Funktions-
werte von f in diesen Stellen.

Untersuchen Sie anschlielend, ob f auf ganz D ein Minimum annimmt, und bestimmen
Sie dieses Minimum gegebenenfalls.

Sei f : R? — R eine dreimal stetig differenzienzierbare Funktion. Berechnen Sie den
Limes

lim f(hv h) + f(h’ _h) + f(_h7 h) + f(_h7 _h) B 4f(07 0)
h—0 h?2




Losungsvorschlag

a)

b)

Das Innere von D ist das offene Dreieck in der (z,y)-Ebene mit den Eckpunkten (0, 0),
(1,0) und (0,1). Fiir alle (z,y) € D gilt

1 1 1

JY) = - 3.
J(@.y) 1—:1:+1—y+$—|—y

Fiir Punkte (z,y) im Inneren von D ist der Gradient von f gegeben durch

1 1 1 1

G- i POV ST G

fx(xa y) =

Somit haben wir f, =0 = f, genau dann, wenn

1 1 1

1-2? (z+y?* (1-y?*

also genau dann, wenn 1 —z =z +y = 1 — y, dh genau dann, wenn x = y = 1/3. Es
gilt f(1/3,1/3) = 3/2. Fiir die zweiten Ableitungen gilt:

2 2 2 2 2

fe =0 Ty Ty T TR

4
Somit ist die Hesse-Matrix im Punkt (1/3,1/3) gegeben durch (2)? ( 2) . Da sowohl

2 4
Determinante als auch Spur dieser Matrix positiv sind, ist sie positiv definit. Also hat

f an der Stelle (1/3,1/3) ein lokales Minimum.

Wir untersuchen f auf den drei Randstrecken von D. Es ist

Y 11—y x 1—2z
[0 =iz @)= fel-n) = 7o+

> 2

9

denn a +a' —2=a"'a*-2a+1) =a'(a—1)* > 0 fiir a > 0. Auerdem gilt
fz,y) = oo fir (z,y) = (0,0), (z,y) = (1,0) und (z,y) — (0, 1).

Folglich besitzt f auf D ein Minimum und dieses Minimum hat den Wert f(1/3,1/3) =
3/2.

—

Seien 0,7 € {—1,1} und h # 0. Nach dem Satz von Taylor gibt es ein = (h,o,7)
auf der Verbindungsstrecke von (0,0) und (ch, Th) so, dass

ronon= s (2) 3 (6 () ()

Bezeichnet man den Ausdruck im gesuchten Limes mit A(h), so hat man also

n-glomo 5 (@) 5 (manen () ()




Nun gilt

= (Hf(g) (‘;Z)) - (iZ) = (P12 ea() 2072 () + T2 )

— —

= (Af)(E) + 20T fry(§) — Af(0,0) + 207 f,,,(0,0)

fiir h — 0. Also ist der gesuchte Limes

lim A(h) = 2(A£)(0,0) + f2,(0,0) > o7 =2(A[)(0,0).

o,re{-1,1}
=0
Aufgabe 3 (34 3+ 4 =10 Punkte)
a) Gegeben sei das Vektorfeld
14+2+yz
7:R* =R G(z,y,2)=|1+y+az|,
14+ z+4+ 2y

t
und die Kurve 7 : [0,1] — R3, () = | sin(7t?) |. Berechnen Sie das Integral

_t
2—t

/U-d.§’.
.

b) Sei G := {(z,y,2) € R®: 2> +y* > 1,2 > 0,2% + y* + 2* < 4}. Berechnen Sie das
Volumen von G.

y2

c) Sei G wie in (b) und das Vektorfeld  : R® — R3 gegeben durch w(z,y,z) = [ 22

22

Mit F sei die Oberfliche 0G von G bezeichnet, wobei der Normalenvektor N nach
aufen orientiert sei. Berechnen Sie das Integral

//zﬁ']\?do.
F

Loésungsvorschlag
U1
a) Das Vektorfeld ¥ = | vy | ist beliebig oft auf R? differenzierbar und es gilt:
U3

(Ul)y =7 = (UZ)an (Ul)z =Y = (US)xv (U2)z =T = (U3)y'

Da R? einfach zusammenhéngend ist, ist ¥ ein Potentialfeld. Ein Potential F : R — R
zu U ist gegeben durch

Flr,y,2) =z +2° 24+ ayz+y+y°/2+ 2+ 2%/2, (2,y,2) € R®.

Fiir das Integral erhélt man also

/5- 45 = F(v(1)) — F(1(0)) = F(1,0,1) — F(0,0,0) = 3.

Y



b)

G ist eine Halbkugel mit Radius 2 um 0, aus welcher der Zylinder {(z,y, z) : 22+y* < 1}
“ausgebohrt” ist. Wir verwenden Zylinderkoordinaten z = rcos¢, y = rsin¢, z = z.
Das Volumen von G ist dann

/G//m: /] /0”4_”2”2)1@@%

{1<a?2+y2<4}
21 2 1 r=2
= / / VA —r2rdrdd =2n {—5(4 — 7’2)3/2} = 27mV/3.
o Ji

r=1

Wir verwenden den Divergenzsatz
//w~]\7d0:///divzﬁd7'.
F G

divi(z,y, 2) =2z, (v,y,2) € R

Dabei gilt

Wir erhalten somit wieder mit Zylinderkoordinaten

. 2 2 V4172 2
//ZU'NdO:///ZdT = / / / 2zdzr’rddq§:27r/ (4 —r®)rdr
/s 2 o J1 Jo 1

r=2

1 =9
= 27 [——(4 - 'r2)2} = —T.
4 r=1



