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Aufgabe 1 (2 + 4 4+ 4 Punkte)

a) Wir betrachten die Matrix A € R?*? gegeben durch A = (

b)

1 1

3 3>. Bestimmen Sie die

Eigenwerte und Eigenvektoren von A.
1

3—A
sind die Eigenwerte 0 und 4.

U1 . O 1 1 U1 o 0 _
) =6 = G )= () e
Also ist die Menge der Eigenvektoren von A zum Eigenwert 0 die Menge lin { <_11> }
Ahnlich ist

(@) () = (3 ) ) =

Also ist die Menge der Eigenvektoren von A zum Eigenwert 4 die Menge lin { (:1))) }

Losungvorschlag: det(A — \I) = det ( L ; A ) = A2 —4X = A\ —4), also

Gegeben seien die Vektoren v7, 05, v € R* mit

1 1 0
. 1 5 1 o 2
U1 = 0 , U2 = 0 , U3 = 1
V2 —V2 0

Bestimmen Sie mithilfe des Gram-Schmitt-Verfahrens eine Orthonormalbasis von lin{vy, 3, v3 }.

1
2
. 1
Losungvorschlag: ¢i = i = \/12:172“ =1
V2
2
1 3
5 1 1
by = U5 — (2, ¢1)¢1 = U3, weil (vg,¢p) = 0 (2) = 0 Deshalb
_ V2
V2 22
1
2
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Co = = = v =
Tl vt 0
_V2
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Ferner by = 03 — (v3, 1)1 — (v3, c2)é3. Da aber (vs, ¢;) = (v3, ¢2) = 1 bekommen wir by =

-1 -1
-d-a=| ' |. Deshal oo o] Die Vektoren ¢}, j = 1,2,3
Vg —C1 — Cy = 1 esha Cg I ”—T 1 . Die vektoren ¢;,7 = 1, 4,
0 0
sind die gesuchte Orthonormalbasis.
1 2 1
c) Bestimmen Sie die Inverse der Matrix B= | 2 5 2
3 6 4
Loésungvorschlag:
Mittels Zeilenumformungen, bekommen wir (die Zeilen werden mit 7, Zy, Z3 bezeich-
net).
12 1 1 0 O 1 2 1 1 0 0
2 5 2 0 1 0 222510 1 0 -2 1 0o 2225
36 400 1) 2723 001 -3 0 1
1 2 0 4 0 -1 1 0 0 8 -2 -1
01 0 —2 1 o)Z2=2222 (09 1 0 -2 1 0
0 0 1 -3 0 1 0 01 -3 0 1
N A 8 -2 -1
Deshalbist | 1 2 1 =1 -2 1 0
2 4 -3 0 1

Aufgabe 2 (3 + 3 4+ 4 Punkte)

a) Sei f 'R — ]R7 (l’,y,Z) = $+\/§y—27 und B = {(l’,y,Z) S R? : $2+y2+22 = 1}
Bestimmen Sie das Minimum und Maximum von f auf B.

Losungsvorschlag: Sei g(z,y,2) := 22 + y? + 2 — 1. Da auf der Niveauxkurve g = 0

0
gilt Vg# 1 0 , gibt die Multiplikationsregel von Lagrange, dass an den Maximum
0
und Minimumstellen von f auf B gilt V f(z,y,2) = AVg(z,y, 2) fiir ein A € R das an-
1 2z
deres in verschiedenen Stellen sein kann. Da aber Vf = | /2 und Vf =1 2y ,
—1 2z
bekommen wir A 7é 0 und xr = %, y = *2/5, z = —ﬁ, was zusammen mit der Neben-
bedingung 2% + > + 22 =1 gibt = 1 oder A = +1. Wenn A = 1 bekommen wir
(z,y,2) = (3, \2/7_l) Das gibt den Wert f(z, 2,—3) = 2. Wenn A = —1 bekom-
men wir (z,y,2) = (—%,—%,%) Das gibt den Wert f(——,—‘/?i, 1) = —2. Also ist das

Maximum von f 2 und das Minimum —2.

b) Bestimmen Sie die Bogenlinge der Kurve

1 1
r=-y*—-Iny+6,1<y<e}

I':.= R?:

Losungsvorschlag: Da z als Funktion von y gegeben wird, ist die Lange von I' ge-

geben durch L = [[,/1 2dy /1 2dy [iv/5+ % + #dy =
& n =e 62
G +g)rdy = 7§+ @)dy = (4 + 17%:1 = TH'



c) Wir betrachten das Integral

22

// Vri-1 :I:'—i—lddy

Skizzieren Sie den Integrationsbereich, vertauschen Sie die Integrationsreihenfolge und
berechnen Sie damit den Wert des Integrals.

Loésungsvorschlag:
Der Integrationsbereich lautet {(z,y) € R?* : 0 < y < 2, y—i—}l — % <z <1} Um

die Integrationsordnung zu vertauschen ist es hilfreich die Gleichung /vy + %1 — % =z
beziiglich y zu lésen. Die Gleichung gibt 4/y +}1 = 3 —i— x und da y > 0 bekommen

wir y + 1 = (3 + 2)? oder y = 2? + z. Aus dieser Beabachtung und aus der Skizze des
Integrationsbereichs folgt,

[y 2= [ [

2

-

2

21}
:/o (z? —HU):c—l— dav—/0 2ze” = (e)[*=) =e— 1.

Aufgabe 3  ( 4+6 Punkte)

aly +z)"2
a) SeiQ={(z,y,2) €ER3:y+2>0}und @ : Q— Rmitw(z,y,2) = —2z(y+2)"° |,
—2x(y + 2)%

wobei a,b € R. Bestimmen Sie a, b so, dass w ein Potentialfeld ist, und bestimmen Sie
fiir diese a, b ein zugehoriges Potential.
Losungsvorschlag:
Die Funktion ¢ ist stetig differenzierbar. v" ist genau dann ein Potentialfeld, wenn die
Vertriglichkeitsbedingung erfiillt ist, wenn also rot @ = 0. Die Gleichung

10z —b 2z

7 b+1

821)3 — 831]2 2(y+z%§ (er? *
a

;
7] =0

rot U(x,y, z) = | O3v; — 01v3

- —
2+2)2  2(y+=2)
81 Vo — 821)1 2 3

T T a

hat die Losung b = 2,a = g

Esseig: R® - R em zugehonges Potential. Da 0,¢9(x,y, z) =

+ gelten soll, ergibt

) (erZ)2
sich 4
x
g(.’L’, Y, Z) = 3 + C(y> Z)
3(y + 2)>
mit einer gewissen Funktion c. Es folgt d,9(x, v, 2) = - 2“’”) 5+ dyc(y, z), und dies soll
y+z
= 2z iy sein. Das bedeutet 0,c(z,y) = 0, also ¢(y, z) = ¢(z) gilt.Somit:
y+z
4z
g([L’,y,Z) = - 3 + C(Z) :
3y +2)2
Hieraus folgt 0.¢g(x,y, z) = ~ 2’”)5 +(2), und damit ergibt sich die Forderung ¢/(z) = 0.
y+z)2
Wir wihlen ¢(z) = 0 und haben damit das Potential
4o
g(xa Y, Z) = 7 3-°
(y + 2)>



b) Wir betrachten die Fliche F = {(z,y,2) € R®: z = y* — 222, 2% + 3? < 5} und ihren
positiv orientierten Rand 0F. Berechnen Sie fiir das Vektorfeld

2+
v(x,y,2) = | 22+ 3z
Y+ 5z
das Kurvenintegral 3%3,17 - ds unter Verwendung des Satzes von Stokes.

Loésungsvorschlag:

Nach dem Satz von Stokes gilt

% U-d§'://rotz7-]\7do://rot17-[g_;Xg?!]d(x,y)
oF
F A

wobei A = {(z,y) € R* 22 + ¢y*> < 5} und § = (x,y,y* — 22%)T.
Wir berechnen rot ¢ und becommen, dass rot v = (—2,1,2)?. Deshalb gilt

—2 1 0
rotv-[gz X gyl =1 1 [ 0 x [ 1 ]:(Sx—2y+2)
2 dx 2y

f U-ds= //dedy = 2F(A) = 10m,
oF
A

wobei F(A) den Flicheninhalt von A bezeichnet. Die Integrale [[ zdxdy, [[ ydady verschwin-
A A

und

den, weil A symmetrisch ist beziiglich der x,y Achsen.



