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Aufgabe 1 ( 4 + 4 + 6 + 6 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass das Vektorfeld ~v : R2 ! R2 mit ~v(x, y) =

✓
1 + x
1 + y

◆
ein Potentialfeld ist

und bestimmen Sie ein zugehöriges Potential.

b) Der Punkt M 2 R3 hat kartesische Koordinaten (1, 1,
p
2). Bestimmen Sie die Kugelko-

ordinaten des Punktes M .

c) Für Welche a 2 R ist die Matrix A =

✓
a

p
3p

3 4� a

◆
positiv definit? Begründen Sie Ihre

Antwort.

d) Wir betrachten die Matrix B =

✓
1 a
2 b

◆
.

Für welche a, b 2 R sind beide Vektoren ~v1 :=

✓
1
1

◆
und ~v2 :=

✓
�1
1

◆
Eigenvektoren der

Matrix B? Begründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 2 ( 14 + 8 Punkte)

a) Sei g : R2 ! R, gegeben durch

g(x, y) :=

(
x2y

x4+y2 , (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

(i) Zeigen Sie, dass g ’längs jeder Geraden’ stetig ist in (0, 0) d.h. für jedes feste
� 2 R gilt limr!0 g(r cos�, r sin�) = 0.

(ii) Ist g stetig in (0,0)? Begründen Sie Ihre Antwort.

(iii) Sei ~v :=

✓
1
3

◆
. Untersuchen Sie die Richtungsableitung @g

@~v (0, 0) auf Existenz und

bestimmen Sie diese gegebenenfalls.

b) Bestimmen Sie das Minimum und Maximum der Funktion

f(x, y, z) = (4x+ 2y + 2z)

r
x2 +

y2

2
+ z2

auf der Menge A = {(x, y, z) 2 R3 : x2 + y2

2 + z2 = 7}.

– bitte wenden –



Aufgabe 3 ( 8 + 6 + 4 Punkte)

a) Wir betrachten die Fläche

F = {(x, y, z) 2 R3 : z = y2 � x2

2
, 0 6 y 6 4� x2, x > 0}.

Bestimmen Sie den Wert des Oberflächenintegrals
ZZ

F

xp
1 + x2 + 4y2

do.

b) Wir betrachten die Menge D = {(x, y) 2 R2 : x2+ y2 6 2x+4y� 1} und das Vektorfeld

~v : R2 ! R2 mit ~v(x, y) =

✓
y
�x

◆
. Bestimmen Sie das Kurvenintegral

I

@D

~v · ~ds,

wobei @D den positiv orientierten Rand von D bezeichnet.

Hinweis: Hier könnte eine quadratische Ergänzung nützlich sein.

c) Wir betrachten ein C1 Vektorfeld ~v : R3 ! R3 und die Fläche

G = {(x, y, z) 2 R3 : z = 1� (x2 + y2), x2 + y2 6 1}.

Wir nehmen an, dass div~v = 0 d.h. die Divergenz des Vektorfeldes Null ist. Ein Student
behauptet, dass aus den gegebenen Informationen folgt, dass der Fluss des Vektorfelds
~v durch G gleich Null ist. Hat der Student Recht? Begründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 4 ( 8 + 12 Punkte)

a) Wir betrachten das Integral

Z 2

�1

Z p
4�x2

max(�
p
3x,0)

2
p

1 + x2 + y2dydx.

Skizieren Sie den Integrationsbereich und Begründen Sie Ihre Skizze. Bestimmen Sie den
Wert des Integrals.

b) Sei B der beschränkte Bereich, der von den Ebenen x = 0, y = 0, z = 0, x + y + z = 1
eingeschlossen wird. Es sei das Vektorfeld ~v : R3 ! R3 definiert durch

~v(x, y, z) :=

0

@
�x
2yz
z

1

A .

(i) Erstellen Sie eine Skizze des Bereichs B. In der Skizze sollen die x, y, z Achsen
auftauchen und die Schnittpunkte von B mit den Achsen.

(ii) Berechnen Sie mit Hilfe des Divergenzsatzes den Fluss von ~v durch @B, genauer,
das Integral

RR
@B ~v · ~ndo, wobei ~n das äußere Normalenvektorfeld an den Rand

@A von A bezeichne. Begründen Sie die Wahl der Integrationsgrenzen.

Viel Erfolg!



(a) =2 =0)-yanfagh= zusammenhängend.

I ist Potential feld.

010 fx =1x (1)EFy =1y(2)
() ->1 =x+2 +cy) =fy =cy).
-> ((y) =y +E

Also ist att ein zugehöriges
Potential

Hil r=RR =M4=2.

Da x= 1, y=1 istdie ProjektionAlle,ol von M
auf der xy Ebene Im ersten quadrant
davon und auf der Winkel halbierenden

y
=x also y=
z Andererseites PAINT=E=Am

① =>Also, das das rechtwinkligeMeineine Dreieck Al gleich scheulig ist
X

(Id) Nach Hurwitz Apositiv definit E)
>0 und det(A1>O, 13



Aberdet(A)zPE) a 14-a):(3 >0(-)
-+ 4a-32PE) - (a-2)+170E)

(d-2P< 1 (-) (a -2) (1 () a 11,3). (4)

151,44) =) Apositiv definit(>a x 1,3).
Goll (28) () =()= 1Es 1+a=2+bE) a-b=(S)

128)() =(82)= 1 ()E) b-2=1af a+b =3(b)

Wegen (S),(b) sind ve beide Eigenvektoren vonA

>Es Ea-a) +fa+b)=175Es lässa +b=3

alli/grosy,sing)= sing -einBing(↑4costy +resiny
127sing to dann gross, rosysing
Istsingto desnn

gircosy, sing)
OYP. Also auf jedem Fall

glicosy, siny)-P für jedes qeB.

(ii) g(x,xY):=E *12
g(x, - xz) =(): -7 --

-I

S

3 =Sx4 +x4

und (x,x)* (,0) (x,x410,0)
tim glay) existiertnicht -> qnichtstetig
(4): /PP) in 10,0).



(l Im gt)-g10,0)-le
=++4

*1+2 ==5.

Also ↳(9,0) =Es
(6) Auf A gilt f(x,y, z)=14x+2y +2e) E

Deshalb istes aquivalentzu bestimmen

Min/Max von g(x,y,z):=(44 +2y+27)
mitNebenbedingung h(X,n,z=7, wobei

h(x,y,z)=x2+p +z2:7 und mitE zu multiglititten.
on 1xyz =E) (8) auA da (fl)aufa
Nach Lagrange gilt also
Vg(x,y,z)=XY =3 (2)=i/)=>
x=2,y=5,z =

1. -

(8) =)d

Aber x ++ z2=7 aufA

·4 +2 +42 =7 =)1=1=31=11

Also (x, 1,21: 12,21) oder(-2,-2,-1)
da (2,2,1)=4.2 +2.2 +1.2=14
und 91-2,2,-1) =

-4.2-22-1.2 =- 14.



istmaxf:147 and minf=-HE.

13a) (x)=(y*-*) (*9) A:={/x41B:x20, 02y:4
isteine Paramettisierung von 1.

Da fx =(Y), 4y =(29) gilt
I↑xxty=/e=(-)lfexyllx

Also 14yzd0
=1+4y24ydy)

-1 xd(x,y)))**xdydx=/x14-xdx.
A

=1x -x (dx =2x -1=8- 7 =4

(*) Diese Gleichheitgiltweil

14 A: (XX,y/tR: x =0,0y =4-x}.
und EDE} YEs pexeE

Also A:{C,y)-RY:PAXEZ, 02y24-x.

(6) xty2x+4x-1E) x -2x+1 +y24x+424
() (x-1 +(y -z) =22. Also ist D



Kreis um 11,1 mit Radius 2

Lösung 1:Nach da reen gilt
I,*d=()( - (d(x,y)
=-2d(x,y)=2 f(D) =-21.2---81.

Flächeninhaltvon D

↳2: Eine Parametrisierung von D lantet.

x =1 + 2cost

E y =2 + zsint
+-2,24) also cH=(2)+elay.

sods-,es
eine

1* (4 sint-4sint-Zcost-4cost) dt
=- 4)*d+ -4)sintdt-2)costat.
=- 8x +4cost)- 2 sint/H=-8H

0 D

das los, sin zit-getiodischsind.
Die Fläche G istderTeil34. derFläche z=1 - x-y2 mit

xiy2= 1 also =10. Sie schliet
keinen dreidimensionalen Hörger ein



weshalb derDivergenzsatz nichtverwendbar

ist. Deshalb hatderStudentnichtBecht.

(49). DerIntegrationsbereich lautet

4 ={(X,y((2: - 1x=1, max753x, oYY
↳ Ex2].

y=0-über
dieX-Achse

y?
- 5x -über derGeraden

y
=

- 55X.

y
=ax E) {E)o

obeter halbkreis mit
Zentrum 10,0 und Radius 2.

Also NX ist unter dem oberen halbkreisy
mitZentrum (0,01 und Badius 2.

Schnittpunktvon y =0, y= VEx2

(-1,556
-

{YxE) {Ya {2
yy
=

1 Nur12,0) istrelevant, weil
y
=0 (2,0) in B x-1.

Schnittpunktvon y =-
3x

I y=Nx
z

y=-3X > {I =
- 55 x S y

=

-
35x

by =vxz y =Nx2
-

E y2 =4 -x2
y

= 0



E7 x
2
=
1Ey ESieeYx

y =
- 55x

E x =1() (x,y) =(-1,55)
y I0

Da füt y= -5x, x<0 gilt tany=-
5 in

y=arctan/-53) + i =. Also in Polarkoordi-
naten istA=(4,4):0 = 1=2,029]

Also be (max,2+2dIx,y)
-42dyar=1dyzdt

vor

4-
duZidt

=/H2rdn=UE =(s-1).
1 +02

4bil Die Ebene x+y+z=1 schneidet

10,0,17 .
die X-Achse (y=P1z =0) in 1,0,0
die y-Achse (x=01 z =0) in 10,1,0)

·

0,1,0) und die z-Achse (x=01y=0) in (0,0,1).
0,0 in B gilt x2P, y20,z20 and

x+y +z
= 1.



(ii) div =1 +() +2 =-1 +27 +1 =22

Aus (i) B =[ (x,y, ze3: 0=x11,0=y = 1-x, 0: ze1x.
Also

do=(I) divlüld(x,y,z
B

=****zzdzdy dx
-I!" (z2**) dydx=1Hax-ydydx

=17 /**I dx =1dx

x I ran)/du=!*

10,0,17 .

ist


