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Aufgabe 1 ( 6 + 6 + 8 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass das Vektorfeld ~v : R2 ! R2 mit ~v(x, y) =

✓
y2

1 + 2xy

◆
ein Potenti-

alfeld ist und bestimmen Sie ein zugehöriges Potential. Bestimmen Sie den Wert des

Kurvenintegrals
R
� ~v · d~s, wobei � : [0, ⇡] ! R2, �(t) =

✓
esin t

t

◆
.

b) Entscheiden Sie, ob die folgende Aussage wahr oder falsch ist. Geben Sie einen Beweis
oder ein begründetes Gegenbeispiel an: Ist g : R2 ! R und existieren die partiellen
Ableitungen gx(0, 0), gy(0, 0), so ist g stetig in (0, 0).

c) Zeigen Sie, dass die Matrix

A =

✓
↵ 3
3 �

◆

genau dann den Eigenvektor ~v1 =

✓
1
�1

◆
zum Eigenwert �2 hat, wenn ↵ = � = 1.

Geben Sie für ↵ = � = 1 eine Diagonalmatrix D 2 R2⇥2 und eine invertierbare Matrix
S an, sodass STAS = D gilt.

Aufgabe 2 ( 10 + 6 + 4 Punkte)

a) Wir betrachten ein Rechteck, das in der Menge
n
(x, y) 2 R2 : 2x2 + y2

2 6 4
o
liegt und

dessen Seiten parallel zu der x- bzw. y-Achse sind. Bestimmen Sie den größtmöglichen
Flächeninhalt des Rechtecks. Gehen Sie dabei folgendermaßen vor:

(i) Zeigen Sie, dass das Problem als ein Maximierungsproblem einer geeigneten Funkti-
on f unter einer geeigneten Nebenbedingung h(x, y) = 0 geschrieben werden kann.

(ii) Lösen Sie das Maximierungsproblem aus Teil i) mithilfe der Multiplikatorenregel
von Lagrange.

b) Wir betrachten das Vektorfeld ~w(x, y) : R2 \ {~0} ! R2, ~w(x, y) = 1
(x2+4y2)2

✓
x
y

◆
und das

Gebiet
G = {(x, y) 2 R2 : x2 + 4y2 6 1}.

Bestimmen Sie den Fluss von ~w durch den Rand von G durch direkte Berechnung eines
geeigneten Kurvenintegrals.

c) Untersuchen Sie, ob die Funktion f(x, y) = x2 � y4 lokale Extremstellen besitzt.

– bitte wenden –



Aufgabe 3 ( 6 + 6 + 8 Punkte)

a) Seien
B =

�
(x, y, z) 2 R3 : x2 + y2 + z2 6 1

 

S =
�
(x, y, z) 2 R3 : x2 + y2 + z2 = 1

 

der Einheitsball bzw. die Einheitssphäre im R3. Wenden Sie den Divergenzsatz auf das
Vektorfeld ~v : R3 ! R3,~v(~r) = ~r an und zeigen Sie auf diese Weise, dass der Flächenin-
halt von S genau dreimal so groß wie das Volumen von B ist.

b) Sei f : Rn ! R eine di↵erenzierbare Funktion, die die Gleichung f(�~x) = �↵f(~x) für
ein ↵ 2 R und alle � > 0, ~x 2 Rn erfüllt. Zeigen Sie, dass (rf(~x)) · ~x = ↵f(~x) für alle
~x 2 Rn.

c) Sei ~v : R2\{(0, 0)} ! R2 ein stetig di↵erenzierbares Vektorfeld mit @v1
@y = @v2

@x +
⇣

1
x2+y2

⌘ 3
2
.

Außerdem gelte
R
�1
~v · ~ds = 2⇡, wobei �1 : [0, 2⇡] ! R2, �1(t) :=

✓
cos t
sin t

◆
. Bestimmen

Sie den Wert des Kurvenintegrals
R
�2
~v · ~ds, wobei �2 : [0, 2⇡] ! R2, �2(t) :=

✓
3 cos t
3 sin t

◆
.

Aufgabe 4 ( 8 + 12 Punkte)

a) Wir betrachten die Fläche

F =

⇢
(x, y, z) 2 R3 : y =

x3

3
� z2

2
, 0 6 z 6 e� ex, x > 0

�
.

Bestimmen Sie den Wert des Oberflächenintegrals
ZZ

F

1p
1 + z2 + x4

do .

b) Wir betrachten den Bereich

B = {(x, y, z) 2 R3 : |y| 6 x,
p
3(x2 + y2) 6 z 6

p
4� x2 � y2}.

(i) Erstellen Sie eine Skizze von B. In der Skizze sollen die x�, y�, und z�Achsen
auftauchen.

(ii) Berechnen Sie mittels Kugelkoordinaten den Wert des Integrals

ZZZ

B

z d(x, y, z).

Begründen Sie Ihre Wahl für die Grenzen der Kugelkoordinaten.

Viel Erfolg!



1a) E = Ey2=
-ve= 1+2xy( = 2y}

=) =G eingenin T ist

hängend Potentialfeld

- > fy = y2 => f(x
,y) = xy2+ cy)

Dann Fy(x, ) = Exy + (ly)= 2xy+ 1 = cy)= 1.
Also ist clyky eine mög liche Wahl weshalb

f(x
, y) = xy+ y ein mögliches Potential

G.d = f(y(t) -F(y(d)= flesin,π - f(einp, of
= F(1

,
π) -f(1

,
0) = 1 . π2+ π - (1 .02 +0 = π2+ π

.

(b) Sei g(x , y) =E
D

,Wennco
in

=0 da X.P=0
=
0 das 0. 0= 0

Dann gx(0, 0) = limgad = im
ähnlich gy(0, 0) = eim 10

,
0 = 0.

I
Denoch lim g(x,x)

B*

im 1 = 1. # g(0,0X70ma xo

= 1 für X70 da X .Xt0
.

-das 0.P=P
.

Deshalb ist o nicht stetig in (D
,
0) wohl

gy(D, 0) , gy10, 0) existieren
.

Somit ist die

Aussage Falsch .



(k)(33)()= /) Es- E( .
Wit beobachten außerdem, das

# E) (i) = (*) = 4 (4) .

Da die 2 Eigenvektoren
Kl() Orthogonal sind ist , Hit
eine ONB von IRF. Also

ist =(2) eine orthogonale Matrix
aus Eigenvektoren von A

,
deshalb

stas = (522) . Also D = (022).

Palingold Die Eckpunktede es

Rechtecks müssen aus

Symmetriegründen am

Rand der Ellipse sein.

sonst wären mit in der Lage das Rechteck
zu erweitern um ein Rechteck mit größerem
Flächeninhalt zu bekommen. Wenn (x

,y) x
, y20

ein Eckpenkt ist dann sind (x
,
- y) , (-x,y), (x,-4)

die anderen Eckpunkte. Da (
,y) am Band

der Ellipse ist gilt U(x
, /D (Nebenbedingung)



wobei h(y
, y) = 2x +# -

4. Die Seiten des Rechtecks

sind 2x
, 2y also der Flächeninhalt zu

maximieren ist f(x,y) = (2x)(2y) = 4xy.
(ii) Vf(g) = (2) = ((E) x= 0

.
und y= 0. Aber 410,070 => Lagrange verwendbar

.

- f(x
, y) = 104(y,y) E) ( = x /** )( E

(4xY)Ex ((x2
-4
4 = xy .

Ex [40 oder (**Ex.
Da aber 4(0

,
0) = -4 erfüllt (0

,
0) die Nebenbedingung

danicht Also (L 2x
-> y

= 2x
.

y = 2x

Aber h(x
, y) = 0 =-> 4(x

,
2x =0 () 4x-4 =0

de x>0
X = 1Ex X =11c=

Also (4 ,y) = (2) Somit ist EH
,
24 .12 = 8 det

größtmögliche Flächeninhalt

12g()=(=(F) ,
<= [0

,24) ist eine Parametrisierung es s

Randes

Fluss =) ds = (*y(til Ill (I, ll-CH)
↓↓ - ds

äußerer Normalen einheitsrektor i

E /2 if(t) (3 ) d + = Jetcost die



= (2
N

ACos++sint)d+ =
*

Edt=
*
= T

.

() I differenzierbat und Ey(4 ,y)= 0 F > 2x=De ) x=0

fy(0,) = 0() - 4y3=0 E) y =D.

Also ist 10. 01 der einzige kritische
Punkt von f

.

und F(P
,
0=0

Da f(2
,
0) ==> F(0

,
0) Ve +D

fl0
,
2) = - s " (f(P

,

0) VER

Hat & bein lokales Extremum in 10
, 0) und

so mit bein lokales Extremum über hangt.

Ba) Auf S istTy=22 = (x
, y, zder

-
2da(x

,y, z)tS

äußere Normaleneinheits Vektor . Als v(f)= =m

=> v(F) . - = 1 Also

$(do= (do = F(s) (Flächeninhalt vons

Alsof(s) =/(*(do ())divv()d(x,4i2. b
Aber k

, y,z : /Diergenzzatt l, 4, z= Heute
ne

f(s) = 3()d(x, y, z) = 3 V(B) Volumen von B) ge .de



Bo) (Pf(<)) ** differbar (*)=lint)-Flie

=im
f(x) - f(*)

= f(*)Me
t t

= f(x) (t4'le1 f(x) 2 +21 =
F(x).

t=1

(36)
/

Da 81 ,02 positiv orientiert sind
1

1/2 Nach der Variante des

Es satzes von Gauß-Green gilt

&Vod-fid = /// -dy
12x+y2 = 32
-

Menge zwische dat
Karven Vi, 82 .

nach
--=>- ppt ex,y)oinaten/3 eistdatAnnahme

=
= 2 π d= 2π = z -2π.

Also (d = G , jd - 2π + + =
wand

= 2 π nach Annahme

40) 012 = e-ex und < =0 E) xx[0
, 1] -c[O, e-eTY.

MO40-alex exstreng--Da e- e
+20 E) L -> X : 1.--

tou wackend



Also is + (x, = (*- =) , x= 20
, 1)
,
z =[D

,
e -ei

eine Parametrisierung der Fläche
.

Aber.

x(x ,z) = (b) , (x
,z) ). Also

Pix = ecte => ITx=*I O
Also do =! z ++z dz

=%(ere"ndzdx = (4 -etdx = e -fe *dx
= e - (e

*% = e - (e -1) = 1
.

46
.

(1) ) 1z=

H
egel
1

=yz

über den unter der Hallokugel .
z=Vtx+yT z = -y..
Det Kegel und die Kugel schneiden sich

wenn Viti+y) = ***-* (=> 3(x+yF= 4-(x2+y4).
E) 4+ I = 4 E) X+y2= 1 .

In 12 1y1 x ->
4

lechts von x= ly)) . I &



z
.

U

zusammen efasst bekommen
g -

wir die Skizze rechts.
&

Py
V

X

(b) Da Ocz- bekommen wir

* +y+ z < x+ y2+ 4-x-y2= 4 => +22
.

z =
Vtity)Fit 2 < => +auPE

020

=> Of =
11 X => <4 = #. KrischendenZue
Also (IIzdk,ye )= +cosPsinPdydDat

B

=
3dr zinPcosPdO/da.

-
da Grenzen Feste Zahlen und Integrand Prodete

=***PdP .

I
e

#
T=T sinTOdP= -TRO /--I


