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8. Ubungsblatt

Aufgabe 1

b) Berechnen Sie das Taylorpolynom dritten Grades der Funktion f: R* = R, f(z,y) =
cos(z) sin(y) e*¥, um den Entwicklungspunkt 2% = (0, 0).

Aufgabe 2

a) Bestimmen Sie jeweils alle Stellen lokaler Extrema der Funktion f: R? — R und
entscheiden Sie, ob es sich dabei um Maximal- oder Minimalstellen handelt.

i) f(x,y) =223 =32y +2y> — 3
i) f(z,y) =2® =322 +ay? —y?

Aufgabe 3

Bestimmen Sie mit Hilfe der Multiplikatorenregel von Lagrange diejenigen Punkte (z,y) € R?
auf der Kreislinie 22 + y* — 22 + 2y + 1 = 0, die vom Punkt (=1, 1) den kleinsten bzw. den
groften Abstand haben. Geben Sie die Abstéinde an.
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Gradient

» Der Gradient einer Funktion f: R? - R beschreibt in jedem Punkt x, € R? die
Richtung der hdchsten Steigung.

grad(f ) = 77 = (700
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Bestimmung lokaler Minima und
Maxima

» Sei f:R? - R. Gesucht seien lokale Extrema, sowie Sattelpunkte von f.

1. Setzte: Vf(x,y) =0 (1)

Finde alle kritischen Punkte P = (x;, ;) € R?, die die Gleichung (1) erfullen.
Aufstellen der Hessemartrix He(x, y)

Alle H¢(x;,y;) auf Definitheit profen und damit auf die Art der Extremstelle
schlieBen.

= G e

Fallunterscheidung:

fx () fry (%, y)) A iy :
He(x,y) = 1. a < 0 - Hessemaltrix ist indefinit — Sattelpunkt in (x;, y;)
60 =(703 T i
2. a>0und f,(x;,y;) >0 — Lokales Minimum
— Hessematrix ist positiv definit in (x;,y;
_ i i» Vi)
et (Hf(xi’yi)) = [H; G y0)| = a 3. a>o0und fxx(x;,y;) <0 —+ Lokales Maximum

— Hessematrix ist negativ definit in (x;,y;)
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Taylorreihen

Bekannt aus HM1:

» Die Taylorreihe ist eine Potenzreihe die eine beliebige Funktion in einer
Umgebung um den Entwicklungspunkt x, anndhert.

n-te Ableitung von f

(n)
: (!xO) +(x — xo)"

N
N-tes Taylorpolynom «—Ty(f, xy)(x) = Z m
n=0

Allgemein gilt:
fx) =Tn(f, x0) (x) + Ry (f, x0) ()

Restglied
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Taylorpolynome

» Neu:
n 1 u

n(xo)(xy :2](_ x—xo) V f(xo)
Wobel =0
d

V= ox | — _ (xo)
— || &k X0 = \y, Taylorpolynom 2. Grades:  f:R? - R

o Tocn @) = f&) + G — x0) () + 7 — yo)fy, (o) +

N =

[(x = %0)* frux (%0) + (V = ¥0)* fyry (o) + 2(x = x0) (¥ — ¥0) fry (X0)]




Aufgaben

Aufgabe 1

/

b) Berechnen Sie das Taylorpolynom dritten Grades der Funktion f: R? — R, f(z,y) =
cos(x) sin(y) e*~ ¥, um den Entwicklungspunkt 2° = (0,0).
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Losung
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flz,y) =e
fr(ma y) =e"
fylz,y) =€
ﬁ.c:c(I: Y =e€*

)
ﬁ-ry(wvy) =e*
Sw(x,y) ,

(,:l:

frmz(m:y] =e"
ﬁ.c:cy{.-r| :l,l') =er
ﬁ,ryy‘:-rﬁ f!,l') =e”
fyyy(-f: y) =e*

b) Fiir die Funktion f: R? — R, f(x,1y) = cos(x) sin(y) =Y, gilt

“Yeosxsiny
“¥(coszsiny — sinxrsiny)
“Y(cosxcosy — cosrsiny)
“¥(—2sinxsiny)
Y(sinzsiny — sinxcosy — coszsiny + cosx cosy)
“Y(—2cosxcosy)
“¥(—2cosxsiny — 2ginxsiny)
“¥(—2sinzcosy + 2sinxsiny)
¥(2sinxcosy — 2cosx cosy)
“Y(2coszsiny + 2 coszcosy)

I 20 2 2 e

£(0,0)
f=(0,0)
f4(0,0)
J22(0,0)
fIU(D! U)
Juy(0,0)
.fzr.,-m (ﬁ: 0

= R = R s

m.l_-,c:wt\l:,



Aufgaben

Aufgabe 2

a) Bestimmen Sie jeweils alle Stellen lokaler Extrema der Funktion f: R — R und
entscheiden Sie, ob es sich dabei um Maximal- oder Minimalstellen handelt.

i) f(z,y) =22 — 32y +2y° —3

i)  f(z,y) =2 —32* + xy? — y?
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Aufgaben

Aufgabe 3

Bestimmen Sie mit Hilfe der Multiplikatorenregel von Lagrange diejenigen Punkte (x, 1) € R?
auf der Kreislinie 2% 4+ y? — 2z + 2y + 1 = 0, die vom Punkt (—1,1) den kleinsten bzw. den
grofften Abstand haben. Geben Sie die Abstéande an.
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Multiplikatorenregel von Lagrange

» Sei f:R? > Rund h(x,y) = 0 gegeben. Es handelt sich offmals um
Minimierungs- bzw. Maximierungsproblemen (Siehe Aufgabe 3), wobel
f(x,y) unter der Nebenbedingung h(x,y) = 0 minimiert bzw. maximiert
werden soll.

1. Stelle folgende Gleichung auf und 16se nach x(4), y(41) auf.

Vf(x,y) =21-Vh(x,y)
2. Profe ob die Gleichung: rang(Dh(x,y)) =1  Dh(x,y) = h'(x,)

fOr alle Punkte (x,y), die h(x,y) = 0 erfUllen, qilt.

3. x(1),y(4) in h(x,y) einsetzen und alle Werte fUr A ermitteln.

4. Dann auf die kritischen Punkte P; = (x;,y;) schlieBen und in f einsetzten.
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