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Zusammenfassung

 Gradient:

• Eigenschaften

• Berechnung

• Bestimmung lokaler Minima und Maxima 

 Taylorpolynome im ℝ2:

• Definition

• Entwicklung

 Multiplikatorenregel von Lagrange:

• Durchführung
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Gradient

 Der Gradient einer Funktion 𝑓:ℝ2 → ℝ beschreibt in jedem Punkt 𝑥0 ∈ ℝ2 die 

Richtung der höchsten Steigung.
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𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑓 𝑥, 𝑦 = ∇𝑓 𝑥, 𝑦 =
𝑓𝑥(𝑥, 𝑦)
𝑓𝑦(𝑥, 𝑦)



Bestimmung lokaler Minima und 

Maxima 
 Sei 𝑓:ℝ2 → ℝ. Gesucht seien lokale Extrema, sowie Sattelpunkte von 𝑓.

1. Setzte: ∇𝑓 𝑥, 𝑦 = 0 (1)

2. Finde alle kritischen Punkte 𝑃 = 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℝ2, die die Gleichung (1) erfüllen.

3. Aufstellen der Hessematrix 𝐻𝑓 𝑥, 𝑦

4. Alle 𝐻𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 auf Definitheit prüfen und damit auf die Art der Extremstelle 

schließen.
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𝐻𝑓 𝑥, 𝑦 =
𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) 𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑦𝑥(𝑥, 𝑦) 𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦)

det 𝐻𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 = 𝐻𝑓 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 = 𝑎

Fallunterscheidung:

1. 𝑎 < 0 → Hessematrix ist indefinit

2. 𝑎 > 0 und 𝑓𝑥𝑥 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 > 0
→ Hessematrix ist positiv definit

3. 𝑎 > 0 und 𝑓𝑥𝑥 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 < 0
→ Hessematrix ist negativ definit

Sattelpunkt in 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖

Lokales Minimum

in 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖
Lokales Maximum

in 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖



Taylorreihen

 Die Taylorreihe ist eine Potenzreihe die eine beliebige Funktion in einer 

Umgebung um den Entwicklungspunkt 𝑥0 annähert.
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𝑇𝑁 𝑓, 𝑥0 𝑥 = 

𝑛=0

𝑁
𝑓 𝑛 (𝑥0)

𝑛!
∙ 𝑥 − 𝑥0

𝑛

n-te Ableitung von 𝑓

Allgemein gilt:

N-tes Taylorpolynom

𝑓 𝑥 = 𝑇𝑁 𝑓, 𝑥0 (𝑥) + 𝑅𝑁(𝑓, 𝑥0)(𝑥)

Restglied

Bekannt aus HM1:



Taylorpolynome

 Neu:

𝑇𝑛, 𝑥0 𝑥, 𝑦 = 

𝑘=0

𝑛
1

𝑘!
∙ Ԧ𝑥 − 𝑥0 ∙ ∇

𝑘
𝑓(𝑥0)
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∇=

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦

; 𝑥0 =
𝑥0
𝑦0

Wobei:

𝑇2, 𝑥0 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑥0 + 𝑥 − 𝑥0 𝑓𝑥 𝑥0 + 𝑦 − 𝑦0 𝑓𝑦 𝑥0 +
1

2
[ 𝑥 − 𝑥0

2𝑓𝑥𝑥 𝑥0 + 𝑦 − 𝑦0
2𝑓𝑦𝑦 𝑥0 + 2 𝑥 − 𝑥0 𝑦 − 𝑦0 𝑓𝑥𝑦 𝑥0 ]

Taylorpolynom 2. Grades: 𝑓:ℝ2 → ℝ



Aufgaben
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Lösung
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Aufgaben
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Aufgaben
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Multiplikatorenregel von Lagrange

 Sei 𝑓:ℝ2 → ℝ und ℎ 𝑥, 𝑦 = 0 gegeben. Es handelt sich oftmals um 

Minimierungs- bzw. Maximierungsproblemen (Siehe Aufgabe 3), wobei 

𝑓 𝑥, 𝑦 unter der Nebenbedingung ℎ 𝑥, 𝑦 = 0 minimiert bzw. maximiert 

werden soll.
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1. Stelle folgende Gleichung auf und löse nach 𝑥 𝜆 , 𝑦 𝜆 auf.

∇𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝜆 ∙ ∇ℎ 𝑥, 𝑦

2. Prüfe ob die Gleichung: 𝑟𝑎𝑛𝑔 𝐷ℎ 𝑥, 𝑦 = 1 𝐷ℎ 𝑥, 𝑦 = ℎ′(𝑥, 𝑦)

für alle Punkte 𝑥, 𝑦 , die ℎ 𝑥, 𝑦 = 0 erfüllen, gilt. 

3. 𝑥 𝜆 , 𝑦 𝜆 in ℎ 𝑥, 𝑦 einsetzen und alle Werte für 𝜆 ermitteln.  

4. Dann auf die kritischen Punkte 𝑃𝑖 = (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) schließen und in 𝑓 einsetzten.


