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9. Ubungsblatt

Aufgabe 4

Wir fiihren auf R? Polarkoordinaten 2 = r cos ¢, y = 7sin ¢ ein. Sei u: R? — R eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion und v(r, ) := u(r cos ¢, rsing) fir r > 0, ¢ € (-7, 7).

a) Stellen Sie die partiellen Ableitungen g—:’ und g—:; mit Hilfe der partiellen Ableitungen

von u dar.

b) Zeigen Sie, dass der Laplaceoperator in Polarkoordinaten die folgende Gestalt hat

9*v 10v 1 0%
Au(xay) = 2 (T’SO)+__(T’ [10)+_2 9 (T’,QD)‘
H14: ar ror <

Aufgabe 2 (343+4 Punkte)

Gegeben sei das Vektorfeld . . .
a) Gegeben sel das Vektorfe c¢) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema der Funktion f: (0,%) x (0,%) — R,

7: R* = R?, #(z,y) = 3%~y
’ P 6y flx,y) =sinx + cosy + cos(z — y).

und die Kurve

41 [0,1] = R?, () = (5;15) ' Hinweis: Fiir alle a € R gilt cosa = sin (§ + «) .

Berechnen Sie das Kurvenintegral

v-ds.
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Aufgaben

H14:

Aufgabe 2 (34-3+4 Punkte)

a) Gegeben sei das Vektorfeld

3.’132—:2}2
U R* — R?, ¥(x,y) =
0 , U(z,y) ( 62y )

und die Kurve
. D+t
v [0,1] = R?, (1) = ( 2 )

Berechnen Sie das Kurvenintegral
/ v-ds.
,
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Kurvenintegral

» Sei v:R? > R? und y: R - R?,y(t) eine Kurve wobei t € [a, b].

b
Jﬁ(x,y)d§= jﬁ(y(t)) -y(t)dt

y(t)

Tipp:
ds = y(t)dt
ds = |ly(®)ll dt




Kettenregel

» Bereits bekannt aus HM1:

Kettenregel fur. f: R->R; g:R-> R
(Flg®)) =F(9@) - g'®)

» Neu fUr: u: R® - R™; g:R! > R"
Zum Beispiel: u: R? - R?; g:R? - R?
(u(g(x, y))) =u'(g(x,y)) 9’ (xy)

Tipp:
Bei den Ableitungen handelt es sich jeweils um Matrizen
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Laplaceoperator

®» Seiu:R™ - R, dann wird Au(x, y) wie folgt gebildet:

Au(x,y,z,..) = V- grad(u(x,y, Z, ... ))

Mit: V= | 3y

_ *u(xyz.) | 0%u(xy.z.) i 0%u(x,y,z,.)
- dx2 9y?2 922

Au(x,y,z,...)
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Aufgaben

Aufgabe 4

Wir fiihren auf R? Polarkoordinaten 2 = r cos ¢, y = rsin ¢ ein. Sei u: R? — R eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion und v(r, p) := u(rcos ¢, rsiny) fiir r > 0, ¢ € (—m, 7).

ov

a) Stellen Sie die partiellen Ableitungen %

von u dar.

und g—” mit Hilfe der partiellen Ableitungen
P

b) Zeigen Sie, dass der Laplaceoperator in Polarkoordinaten die folgende Gestalt hat

0%v 10v 1 0%v

W(TM)WL;g(T?@)JF — (r,9).

AU’(I? y) - ;aﬁpg
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Losung

b) Es gilt
Vpr (1, ) = €08 @ (Ugz (T cOS (0, T8INY) €08 P + Uy (r cos p, T sin ) sin )
+ 8in. @ (ty (7 cOS 0, 7 50 0) €08 @ + Uy (r cOs @, T sin ) sinp)
= cos” (@ Uz (T COS @, T8IN Q) + 281N COS P Uy (T COS p, T8I @) + sin” P uyy{r cos ip, 7sin @)

sowie
V(T @) = —1 €08 P Uy (r cosp, rsin )
— 780 @ (Ugz (1 CO8 @, T 5In ) (—7 8in @) + Uyz (1 cOs @, 7 sin @) r cos )
— 7 sin @ uy, (1 cos p, T sin @)
+ 7 €08 P (Usy (7 cOs , 78I ) (—78iN ) + wyy(r cos p, rsing) rcos p)
= —7 €08 p Uy (T cos i, rsin @) — rsin pu, (r cos p, rsing)
+ 72 5in? @ gy (1 cos @, rsin @) — 2r?sin g cos (P Ugy (1 cos @, Tsin )

+ 17 cos® 1y, (r cos p, rsin ).

Daher ist

o 1o
2 \1h¥ r or " r? 9p?

1 1
ar (Ta "1'?) = ’U,-.,-(T, ‘:9} + ; 1;1,.(]'3 [F:'} + 2 UWF(T: 5‘7)

= (sin® @ + c08” ) (U (1 COS @, T8I0 ) + Uy (7 cOS @, T8I0 )
— u;z!c(a:? y} + u;i.‘.‘!.:{ﬂ:! y) - .&U(ﬂ.’f, y)
mit & = rcos e und y = rsin . \ Fehler: uyy(x, y)
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Aufgaben

H14: A2

c) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema der Funktion f: (0,%) x (0, %) — R,

f(z,y) =sinx + cosy + cos(x — y) .

Hinweis: Fiir alle o € R gilt cosa = sin (5 + ) .
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