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17. Vektorraume

17.1. Definitionen

Ein Vektorraum (VR) ist eine nichtleere Menge V' zusammen mit zwei Abbildungen

+:VxV =V, (x,y) —z+y (Addition)
:CxV, (o, ) — ax (Skalarmultiplikation)

o0, dass folgende Bedingungen erfiillt sind:
l.z4+y=y+aVa,y,zeV
2. (v4+y)+z=x+y+z2) Vo,y,z€V
3. Es gibt ein neutrales Element 0 € V fir +: 0+ z =2 Vz eV
4. Zu jedem v € V gibt es bzgl. + ein Inverses —x € V: (—x) + z = 0.
5. la =x
6. (a4 f)r =ax+ fz
7. alr+y)=axr+ Py
8. a(fz) = (af)z Vo, € C, z,y e V.

Die Elemente von V' heiflen Vektoren. Wird oben anstelle von C als Skalarbereich R
verwendet, so sprechen wir von einem reellen Vektorraum.

17.2. Beispiele

1. V=C™
21
ZeC'e Z=| : | mitz €C.

Zn



w1
Mit w = < : > werden definiert:
Un
21+ wq oz
Z+ = : und o =
Zn + Wy Qzp

Den R?, R? kann man sich veranschaulichen.

2. V = C*([0,1]): die auf [0, 1] definierten k-mal stetig differenzierbaren Funktionen.

fr9€C*01]: (f+9) (@) = f(z) + g(z), = €[0,1]
aeC,feck0,1]: (af)(z):=af(z), z<c[0,1]

3. P, der VR der Polynome vom Grad < n.

17.3. Teilraum (TR) eines VR, Linearkombinationen (LK)

Definition. Es sei (V,+,-) ein VR. U C V heifst Teilraum (TR) von V', wenn (U, +,-)
e VR ist. Es gilt

Uist TR von'V < aus A\, p € C, u,v € U folgt: Au+ pv € U.

Definition. V sei ein VR. Die Menge der Linearkombinationen (LK) der Vektoren
V1, ...,k Lin(vy,...,v) ist so definiert:

k
v € Lin(vy,...,vx) < es gibt Zahlen \,..., \x mit v = Z)\jvj
j=1
Satz 1. Lin(vy,...,vg) ist ein TR von V. Lin(vy,...,vg) heifit der von vy, ..., v auf-

gespannte TR.

Beispiele. 1. Istd € R3, @ # 0, so beschreibt Lin(&@) die Gerade durch 0 mit Richtung
a.

2. ¢; € C" ist der Vektor mit den Koordinaten

1, j=k
Ok = ] k=1,...,n.
0, j#k
Es gilt fir £ € C™:
x1
n

Z2
f:Za:je}: .
j=1 :
L,

10



Man sieht leicht: Lin(éi, €3, ..., €,) = C™.

3. P, ist ein TR von C'(R).

17.4. Basis, Dimension

Definition. Es sei V ein VR.

m
Aus Y " Aju; =0 (A €C)
j=1
folgt)q:)Q:...:)\m:O.

V1,02, ..., Uy € V heifflen linear unabhingig (lLu.) <

Vektoren, die nicht l.u. sind, heiffen linear abhéngig (l.a). Also

m m
V1,02, ...,Um sind l.a. < Es gibt \,..., A\ € C mit Z]/\j\ %0 und Z)\jvj = 0.
j=1 j=1

Beispiele. 1. €,...,¢€, in C" sind l.u.
2. f(x) =1, g(z) =z sind in C[0,1] Lu.
1 0 1 . . .
3. by = ((1)), by = (%), by = (%) sind in C® Lu. Es gilt

Lin(by, by, b3) = Lin(é1, €, €3)

Definition. Ein r-Tupel (v1,...,v,) von Vektoren aus V heifst Basis von V', wenn
Vi, ...,V sind Lu. und (By1)
Lin(v,...,v,) =V (B2)

erfillt sind.

Beispiele. 1. (é1,...,6y,) ist eine Basis des C", die sog. kanonische Basis oder Stan-
dardbasis.

2. (by, by, by) aus Beispiel 3) oben ist eine Basis des R3.

Satz 2. Es set V ein TR des VR W. Es gilt:

(v1,...,v,) ist eine Basis von V
=

-
Zu jedem v € V' gibt es eindeutige Zahlen A1, ..., A\, mit v = Z Ajvj.
j=1

11



Bemerkungen. 1. Diese v eindeutig zugeordneten Zahlen A1, ..., A heiflen die Ko-
ordinaten von v bzgl. der Basis (vi,...,vy).

1

2. Wird ohne Zusatz T = ( : > geschrieben, so ist ¥ = 2?21 xj€; gemeint, d.h.

Tn
Z1,...,Ty sind die Koordinaten von T bezogen auf die Standardbasis des C™.

(é) € C? bezogen auf (b_i, b_é, b_;;) bedeutet: (§> = 4b; + 6by + 3bs.

Satz 3. Sind (uy,...,uy) und (vi,...,vy,) Basen von V, so gilt m = n.

V heifit n-dimensional, wenn es eine Basis aus n Vektoren gibt. Wir schreiben dim(V') =
n.

V' heifit unendlich-dimensional: dim(V') = oo, falls es fiir jedes n € N n L.u. Vektoren in
V gibt.

Beispiele. 1. Lin(1,z,2%,23,...)(x € R) ist unendlich-dimensional.
2. dim(C") =n
3. dim(Lin(@)) =1 (@# 0,d € R3)
Bemerkungen. (Versuchen Sie, zu begriinden)
1. In einem n-dimensionalen VR sind je n + 1 Vektoren l.a.
2. In einem n-dim VRV gelten
a) Jede Menge unabhingiger Vektoren aus V ist Teilmenge einer Basis von V.

b) Jedes n-Tupel von l.u. Vektoren aus V ist eine Basis von V.

12



18. Unitarer VR, euklidischer VR,
Skalarprodukt, Norm, Orthogonalitit,
Vektorprodukt

18.1. Definition

Es sei V ein VR. Eine Abbildung (-,-) : V' x V — C heiit Skalarprodukt in V', falls die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(u,v) = (v,u) Yu,v eV (S1)
(u,v +w) = (u,v) + (u,w) Yu,v,weV (S2)
(au,v) = alu,v) YaeC (S3)
(uyu) >0 YueV,u#0 (S4)

Ein VR mit (-,-) wie oben heifit unitdrer VR. Ein reeller VR mit (-,-) : V' x V — R und
(S1), (S2), (S3), (S4) heifit euklidischer VR.

Beispiele. 1. Der C" ist mit
(u,v) = Zu]vj

ein unitirer VR. Fir (i, V) wird in C" @ - U geschrieben. Es gilt €}, - €] = 0.

1 P
) 1= /0 f(2)g(@) dz

2. Der Raum C°[0,1] ist mit

ein unitdirer VR.
3. Aus (S1)-(S4) folgen:

(u+v,w) = (u,w) + (v,w) Yu,v,weV (52")
(u, vy = afu,v) Yu,veV,aeC (S3")

13



Satz 1. Mitvj,wy € V; o, 08, €C (4,k=1,...,n) gilt
<Z a;vj, Z 5kwk> = Z Z o By, (vj, wi).
j=1 k=1 j=1 k=1
Satz 2 (Cauchy Schwarz Ungleichung, CSU). Im unitiren Raum (V,(-,-)) gilt
[(u, )2 < (u,u)(v,v). (CSU)
Hier gilt die Gleichheit genau dann, wenn w,v l.a. sind.

Ubung. (Beispiele 1), 2) vorher) Schreiben Sie (CSU) auf fiir (C*,@-7) und fiir C°[0,1]
mit obigem Skalarprodukt.

18.2. Norm

Definition. Die fir v € V im unitiren Raum (V,(-,-)) definierte Zahl
[l == v/ {v,v)
heifit die Norm von v.

Sie hat die in folgendem Satz zusammengestellten Eigenschaften:

Satz 3. FEs gelten fir u,v eV, a € C:

|lul| > 0 und
(N1)
lu| =0 u=0
lou] = [af]ul (N2)
[+ ol < flull + (o] (N3)
in (N3) gilt ,=*, falls w =0 oder v =0 oder u = av (a > 0) erfillt sind.
Bemerkungen. 1. CSU (Satz 2) kann auch so geschrieben werden:

[{w, )] < [lulf{Jv]]

2. Fir =737 u;€; € C" hat man

1/2

n
I = { > lusl?
j=1

14



18.3. Winkel, Orthogonalitat im euklidischen Raum (V (-, ))

Definition. Der Winkel zwischen u # 0,v # 0, u,v € V ist die Zahl § € [0, 7], fir die

{u, v)
o]

cosf = (W)

gilt.

Bemerkungen. 1. Im R" sieht (W) so aus: @ -0 = ||i]|||7]| cos§. (Im R%, R3 kann
man sich das veranschaulichen.)

2. Man liest ab (im R™): Ist ||d|| = 1, so gibt @ - ¥ die Linge der orthogonalen Projek-
tion von U in Richtung von 4@ bzw. —u an, je nachdem, ob 0(= Z(4,v)) € [0,7/2]
oder € [m/2, 7] ist.

Definition. w,v € (V,(:,-)), V unitdirer Raum:

u Lv(,u orthogonal zu v“) & (u,v) = 0.

18.4.

Eine Menge X C (V, (-,-)) (unitér) heit Orthogonalsystem (ONS) falls gelten:
L lul|=1Vue X
2. (u,v) =0 Yu,v € X,u # v.

Satz 4. Je endlich viele Vektoren einer orthonormalen Menge X in einem unitiren VR
(V, (-,+)) sind l.u.

Folgerung. In einem n-dim unitiren VR (V,(-,,))
o besitzt jedes ONS hdchstens n Elemente

o ist jedes ONS aus n Elementen eine Basis, eine sog. ON-Basis.

Satz 5. Es sei (V,(-,)) ein unitirer n-dim VR und (vi,...,v,) eine ON-Basis. Es
gelten:

1. FiirveV:

15



2. Firv,weV:

(v,w) = Z(v,vk)(w, Vk)

i
I

lo]* = Z (v, v5)[? (Parsevalsche Gleichung)
j=1

Bemerkung. Ist X = {vi,...,v,} ein endliches ONS im unitiren VR (V,(-,-)), so gilt
fir jedes v € V' die Besselsche Ungleichung:

n
> v, o) < Jlolf?
j=1

18.5. Das Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren

Satz 6. In einem n-dim unitiren VR (V,(-,-)) gibt es eine ON-Basis (y1,...,Yn)-
(Y1, - .- yn) wird wie folgt aus einer Basis (x1,...,xz,) konstruiert:

1.Schritt:
1

Bt

Y1 =

2.5chritt: Sind fir 1 <r <n-—1yi,...y, schon konstruiert, so ist

Tyl — Zgzl (xT—Ha yj)@/j

Yr+1 = ’

Tr+1 — Z§:1<$r+1, yj>yjH

Die y1,...,yn haben die Eigenschaft

Lin(yi,...,yx) = Lin(xy,...,2%) firk=1,...,n (*)

Rechnen Sie nach, dass die im 1. und 2. Schritt angegebenen yi, ..., y, die geforderten
Eigenschaften haben: (y;,yr) = d;, und (*). Veranschaulichen Sie sich das Verfahren fiir
V =R2? R3.

16



18.6. Das Vektorprodukt

—

Fiir 7,7 € R3, ¥ = Z;’:l xi€j, = E?Zl yj€; wird definiert

T X =(z2y3 — T3y2)€1
+ (z3y1 — T1Y3)€2
+ (z1y2 — T2y1)€3.
Z x i heifit das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) von Z und .

Satz 7. Fiir Z,,7 € R? und o € R gelten:

—

1. Zxy=—yxZ (=Ixd=0)

2. (Z+9y)xZ=2ox
T T X

5. Tx (Yx2)=(Z-2)y— (¥ 9)Z,
J) X Z = selber berechnen!

707 x gl* = | Z*7)* - (&
17> gl = 1Z][[|4]] sin(£ (%, )

— — — — —

8. €1 X €3 = €3, €3 X €3 = €], €3 X €] = €.

Das kann alles mit obiger Def. nachgerechnet werden. Das ist nicht schwierig, aber
ermiidend.

Bemerkungen. 1. ||& x ¢|| ist der Inhalt des von T und § aufgespannten Parallelo-
gramms.

2. Z,7eR3 sindla. & Exi=0
3. (& x ) - Z)| gibt das Volumen des Spats mit den Kanten T,¥,Z an.

— —

(Z x ) - 2 heiBt das Spatprodukt von Z,y, Z. Es gilt:

(Z X ¥) - Z =x1Y223 + X2Y321 + T3Y122

— X2Y123 — L3Y221 — L1Y322

17



Nachrechnen!
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19. Lineare Abbildungen, Matrizen

19.1. Defintion Lineare Abbildung

Es seien V und W VRe. Die Funktion f : V — W heif}t linear, falls fiir alle u,v € V
und alle o, 6 € C

flau+ pv) = af (u) + Bf(v) (L)
erfiillt ist.
Beispiele. 1. Esseid € R3, ||d@|| =1 ein fester Vektor.
P;:R3 - R3, Py(Z):=(d 7)d
ist eine lineare Abbildung (V =W = R3).
2. Es sei F € R? ein fester Vektor (4 0). Die Zuordnung
T T xF
ist eine lineare Abbildung R? — R3 (V =W =R3).

3. D : CYR) — CO°R), Df := f', ist eine lineare Abbildung (V = C*(R), W =
CO(R)).
Bezeichnung. L(V,W):={f | f:V — W, f linear}

19.2. Einfache Eigenschaften linearer Abbildungen

A1) L(V,W) ist mit den fiir Funktionen {iblichen ,, Addition“ und ,skalare Multiplika~
tion“ selbst ein VR

A2) Fur f e L(V,W), v1,...,v, € V und Ay,..., A\, € C gilt:
f (Z AkUk;) = Ak (we)
k=1 k=1

(Wende (L) (n — 2) mal an oder argumentiere induktiv.)

19



A3) Aus f € L(V,W), g€ L(W,U) folgt go f € L(V,U).
A4) Ist f € L(V,W) bijektiv, so ist f~' € L(W, V) und f~! ist bijektiv

Bemerkung. Fine lineare bijektive Abbildung f : V — W heifit Isomorphismus. Zwei
VRe V,W heiflen zueinander isomorph, falls es einen Isomorphismus f:V — W gibt.

Satz 1. V,W seien VRe, (v1,...,vy) sei eine Basis von V und wy, ..., w, seien Vektoren
aus W. Dann gibt es genau ein f € L(V,W) mit f(vx) = wg, k=1,...,n.

(Def von f(v) :=> p_; Apwr mit v =">_7_; A\gVk)

Satz 2. V,W seien VRe, (vi,...,vy,) sei eine Basis und f € L(V,W). Es gilt
f ist ein Isomorphismus < (f(v1),..., f(vn)) ist eine Basis von W

Definition. f e L(V,W):

Kern(f) = {v eV | f(v) =0},
Bild(f) := f(V) ={w e W | f(v) = w fiir einv € V}.

Kern(f) ist TR von V, Bild(f) ist TR von W.
Satz 3. Es seien f € L(V,W) und dim(V) = n. Dann gilt:

dim Kern(f) + dim Bild(f) = n

19.3. Lineare Abbildungen und Matrizen

Eine (m,n)-Matrix A ist ein Schema von m -n Zahlen aj, (j =1,...,m;k=1,...,n),
die wie folgt angeordnet werden:

a1 12 e O1n
21 22 Tt Q2n

A= . . .| = (o)
am1 0,2 - Qmp

Dabei ist [ der Zeilen- und k der Spaltenindex.

oy
()

Die Spaltenvektoren < .
a;nl
die Matrix oft in Spaltenform A = [@,ds,. .., dy,] schreiben.

) € C™ bezeichnen wir durch @; (I = 1,...,n) und werden

Die Elemente der Matrix A werden auch hiufig durch (A);; bezeichnet werden.
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1. Es seien V, W VRe mit dim(V) = n, dim(W) = m. In V ist die Basis (v1,...,vy)
und in W die Basis (wq, ..., wy) gewdhlt. Esist f € L(V, W) gegeben. f wird eine
(m,n)-Matrix A = (oqg)i=1,..m so zugeordnet: Der k-te Spaltenvektor @ ist der

k

.....

=1,..., n

Koordinatenvektor von f (Zk) bezogen auf die Basis (w1, ..., wn):
flor) = agw, (k=1,...,n) (1)
=1

Die so unter den obigen Gegebenheiten f eindeutig zugeordnete (m,n)-Matrix A

—

heift die Darstellungsmatriz von f. Man berechnet den Koordinatenvektor f(z) =

(F(@)h
( : ) von f(z) fiir ein x = > )", xpv; € V so:
(f(@)m

flx) = Z ( alkxk> wi
k=1

=1 =

=(f (@)

und man liest ab:

flz) =" (2)
k=1

Fiir 19.1, Beispiel 2), findet man, falls man in R? im Urbild und Bild jeweils die
kanonische Basis wéhlt, die Darstellungsmatrix

0 s —F
—F5 0 F
F —-F 0

wobei F' = Z?:l F;€; verwendet wird.

2. Umgekehrt kann man jede (m,n)-Matrix A = [d@1, ..., dy,] als Darstellungsmatrix
einer linearen Abbildung

frEm@E™, @) = @ @™,
auffassen, indem man definiert:

@& =a; (=1....n)
19.4.

e Durch C™™ (R(™™) wird die Menge der (m,n)-Matrizen mit komplexen (reellen)
Elementen bezeichnet
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o CD = C sind Zahlen
e C(™1) = C™ sind die (Spalten-)Vektoren
e Die (1,n)-Matrizen heiflen auch Zeilenvektoren

e Die Nullmatrix 0 hat als Eintrége nur Nullen:

AZO@(A)MZOVZ,IC

o Amit (A);x = oy heiit Diagonalmatriz. Ist A € C(mm) g0 sieht die Spaltenform

SO aus:
A = [Oéué(lm), e ,Oémmé{,,;ln)]
Die Diagonalmatrix [€1, . .., €] heifit Einheitsmatriz, sie wird durch E (und wenn

notig durch E,,) bezeichnet.

19.5. Rechnen mit Matrizen

1. A, BeCmm xeC
Definition. (motiviert durch den Zusammenhang zwischen Matrizen und linearen
Abbildungen)

A=B:= (A )lk = (B)u VI, k
A+ BeC"™™ o (A+ By := (A + (B Vi, k
M e Cmn) — (AA ) = MA)u Vi, k
AeCmn) o (A)y (A)szlk:
AT e ctvm) (A% (A Vi, k

!

AT heifit die zu A transponierte Matrix
A € (C(n,m) — (A*)lk = (Z)kl
Das bedeutet A* = (A)T. A* heifit die zu A adjungierte Matrix

2. Es gelten (Ubung selbst)

(A)" = (A7),
(A+B)" =4" + BT, (A+ B)" = A* 4+ B*
(AA)T =xAT, (AA)* = XA*
(AT)T — A, (A*)* —A
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hermitesch, falls A = A*

ilt.
symmetrisch, falls A= AT &

3. A€ Cmm) heifit {
Die zu (Beispiel 19.1, 1) P; : (R3; (€1, €, €3)) — (R3; (€1, €, 3)) gehdrende (3, 3)-
Matrix A = (ajag) k=123 ist symmetrisch.

Fiir A € C(m™) ist A+ AT symmetrisch.

4. Eine (m,m)-Matrix A mit A = —AT heiBt schiefsymmetrisch.

Die Matrix zu Beispiel 2), 19.1 ist schiefsymmetrisch (siehe Seite 19)
Fiir A € C(m™) ist A — AT schiefsymmetrisch.

Jede Matrix A € C™™) lisst sich in einen symmetrischen und einen schiefsymme-
trischen Anteil zerlegen:

A= J(A+AT)+ (A-AT).

5. Das Produkt AB fiir A € C™™ B e C™) ist die (m,1)-Matrix mit

(AB)jo =Y (A)jk(Bs, d=1,...,m, s=1,...,1 (P)
k=1

Diese Definition wird so motiviert: Ist A die Darstellungsmatrix von f € £(C"™, C™)
und B die Darstellungsmatrix von g € £(C!,C") (in allen C¥ ist jeweils die kano-
nische Basis gewihlt), so ist AB die Darstellungsmatrix von f o g. Schreibt man
diese Vorgaben gemif 19.3, 1. auf, so erhélt man (P).

6. Zu 5. Bemerkungen, Beispiele, Ergdnzungen.
a) A=(31),B=(}}): AB=0,BA=(§3)
b) AeClmm) B e .
(AB)"' =B'TAT
(AB)* = B*A™.
c) A, B, C seien Matrizen jeweils eines Typs, so dass die folgenden Produkte und

Summen definiert sind. Es gelten:

ABC = (AB)C = A(BC)
(A+ B)C = AC + BC
A(B+C) = AB + AC (*)
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d) AeCmm ieCr: AT =Y p_, ady (AT € Lin(dy, ..., dn)). Es folgt
i. Z+— AZ, C™ — C™ ist lineare Abbildung

i AéM =g » (die r-te Spalte von A) und
(_( ))TA = j-te Zeile von A (= (ATé(jm))T)), also
(—(m))TA—(”) (A)jr-
iii. AeCmm BeCW) B=1b,...,b = AB = |Aby, ..., Ab).
e) E, sei die (n,n)-Einheitsmatrix, A € C(""):

E,A=AE, = A.

f) &7 e R™
T g=2¢§g=9¢'7

Dabei ist - der Punkt des Skalarprodukts auf R™ und das Verkniipfungszeichen
der Matrixmultiplikation wird einfach weggelassen.

T
T 7= |7
Wir schreiben (&, %) = Z' . Mit A € R(™™ rechnet man nach:

(AZ, i) = (7, AT )

g) Skalarprodukt in C": Z, ¢ € C™:
Pg= =
Mit (Z, ) = "% und A € C™™ sieht man:
<A‘f? ?j> = <‘f? A*?ﬁ
h) Wird f € £(C" C™) bzgl. der Standardbasen durch A = [y, ... ,d,] € C(™™)

dargestellt, so gilt

£(%) = AZ fiir z € C™.
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20. Lineare Gleichungssysteme, der
GauB3sche Algorithmus

20.1.

Gegeben sind die Matrix A € C™™ und ¢ € C™. Gesucht sind # € C™ mit

AT =y (1)

8

7 # 0: (1) ist inhomogen , i = 0: (1) ist homogen.

Diese Matrixgleichung beinhaltet m skalare Gleichungen fiir die Unbekannten x1, ..., .
Die [-te Gleichung lautet:

n
Zaljxj =y, (=1,...,m
Jj=1

Wir haben (A);; = a;; gesetzt. Mit Aé(jn) = d; schreibt sich (1) so:

Z d’kxk = g (2)
k=1
= dim Bild(A) < min(n,m).

Mit 19.2/ Satz 3 haben wir dim Kern(A) + dimBild(4) = n. =

Satz 1. Ist m < n, so besitzt das Gleichungssystem AZ = 0 nichttriviale Lésungen (das
sind Losungen T # 0).

Satz 2. Es gilt
(1) ist losbar < 3y € Bild(A) < ¢ € Lin(ay, ..., d,).
Anders ausgedriickt bedeutet das:

(1) ist nicht losbar < i ¢ Lin(dy,...,d,)
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Ly bezeichnet die Losungsmenge (= die allgemeine Lésung) der Gleichung (1):
rTeLlys Ar =1y

Ly = Kern(A) ist dann die allgemeine Losung des homogenen Systems Az = 0. L ist
ein VR.

Satz 3. Es sei T € Ly gegeben. Dann gelten:
1. Ty + ¥p € Ly fiir jedes Ty € L
2. Jedes & € Ly hat die Form To + ), mit Ty € L.

3. Ly={Zp} © Kern(A) = {0}.
Ly erhélt man so:

1. Berechne Kern(A). Setzt man r = dim Bild(A) (=Anzahl der L.u. Spalten von A),
so gilt dim Kern(A) = n—r. Es sind n—r l.u. Lésungen Z1, . .., Z,—, der Gleichung
AZ = 0 zu berechnen. Es ist dann Kern(A) = Lin(Z1, ..., Z—r).

2. Berechne 7, mit A7), = y. Jede Losung ¥ € Ly hat dann die Form

n—r
=T+ Y A\j@j mit Ay,..., Ay € C.

7j=1

81

(Hierfiir schreiben wir auch Ly = 7} + L5.)

20.2. Der Rang einer Matrix

A e clmn),

s := Spaltenrang von A = Maximalzahl l.u. Spalten von A
= dim(Bild(A)) < min(m,n),
t := Zeilenrang von A = Maximalzahl l.u. Zeilenvektoren von A

= dim(Bild(A")) < min(m,n)

Bearbeitung von A mittels elementarer Zeilenumformungen: (Mit z1,. .., z,, werden die
Zeilen bezeichnet)

(Z1) zj < 2z, (Vertausche j-te und k-te Zeile)

(22) zj — azj (o # 0) (Multipliziere j-te Zeile mit o)
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(Z3) zj — zj + oz, (§ # k) (Addiere azy zu z;)

(Analog fiir Spaltenumformungen)
Satz 4. Durch elementare Zeilen- oder Spaltenumformungen werden t und s nicht verdndert.

Satz 5. Jede Matriz ldsst sich durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilennormal-
form ( (ZN) / unten) transformieren.

Beweis. Induktion.

Aus (ZN) liest man s und ¢ ab und, dass stets s = ¢ gilt. Diese eine Matrix charak-
terisierende Zahl (s = t) wird Rang der Matriz A genannt: Es wird rang(A)(= s = t)
geschrieben.

Wegen s = dim Bild(A), t = dim Bild(A") hat man
rang(A) = rang(A")

Definition (von Zeilennormalform (ZN)). Eine Matriz A € C") mit den Eintrigen
(A)ix = aig besitzt Zeilennormalform, wenn sie folgende Eigenschaften hat:

(Z1) Unterhalb der Diagonalen stehen nur Nullen, d.h.
a, =0 firl>j
(Z2) Das erste nicht-verschwindende Element jeder Zeile (von links gesehen) ist gleich
1.
(Z3) Ist ay, das erste nicht-verschwindende der l-ten Zeile, so ist
ajr = 0 fiir alle j # 1,

d.h. oberhalb und unterhalb des Elementes aj, = 1 stehen lauter Nullen, in der
k-ten Spalte.

Beispiel. Die Matrix

01 = 00 x 0 =«
0 00 1 0 % 0 =«
0 00 01 x 0 =«
0 00 0 00 1 =«
000 0 O0O0OO0OTP O

hat ZN. An den mit x markierten Stellen konnen Nullen oder nichtverschwindende Ele-
mente stehen.
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20.3. Losen von A7 =4

Die erweiterte Matrix (A,7) wird auf (ZN) (A, ) transformiert (GauBscher Algorith-
mus):

IR

l’l xQ “ .. :I:kl .« o e a’/’kz o« .. :Uk:?) .« .. “ o e xkr y
0O --- 0 1 % 0 * 0 * x 0 * |@
0 0 1 * 0 x |
0 0 1 * * 0 *
(2N)
0 gr—l
0 1 * Yr
0 0 |y

Aus (ZN) liest man alles bzgl Losungen von (1) ab, wenn man sich vorher klargemacht
hat:

Satz 6. Ly sei die Lisungsmenge von AT = i und 55 die von A% = 5 Es gelten:
Lj= Ei? und: AZ =0 gehort zu AZ = 0.

Lésen von AZ =y mit (ZN)

Man liest ab:

(Z1) rang(A) = rang(A) = r = Anzahl der nicht-verschwindenden Zeilen (Das sind die,
die mit einer 1 beginnen)

(Z2) Gilt g; # 0 fiir ein I > r 4 1, so ist die [-te Zeile von (ZN) widerspriichlich: AZ = ¥/
ist nicht 16sbar.

Das System sei losbar (also §,41 = -+ = ¥, = 0): Lose die ersten r Zeilen nach
Thys- -, Tk, auf:
xkj:gj_zdjlxlv J=1...,r (ZN)
l>kj
Th, =— Y ayw, j=1,...,7 (ZNH)
l>kj

((ZNH) entsteht aus der homogenen Gleichung
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Gemaif Satz 3 brauchen wir ein 7, € Ly und 71, ..., %, (Lu) aus L;.

x1
o T) = < : > erhiilt man aus (ZN), wenn man alle z; rechts Null setzt. Es folgt dann
Tn
e =95 (G=1,...,7).
e n —r Lu. Losungen &1, ..., Z,_, erhilt man aus (ZNH) so:

Die n — r Koordinaten rechts werden nacheinander so gewéhlt

1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 1

Die restlichen r Koordinaten werden aus (ZNH) berechnet.

Beispiel. n=m =4, AT = i mit

1 3 -4 3 9
3 9 —2 11| _ [ -3
A=14 12 =6 |7 | s
2 6 2 -4 12
— (4,7
1 3 0 —5|-3
0 01 —-2|-3
000 O 0 (ZN)
0 00 O 0
Man liest ab: v =2,n—r =2, ky =1,k =3, dim L5 = 2.
r1 = —3—3x2+ bx
1 2 4 (ZN)
T3 = —3 4+ 2x4
r1 = —3r3 + 5z
1 2 4 (ZNH)
1‘322.%‘4
Zp: Setze in (ZN) rechts vo = x4 = 0= 21 = —3 = x3, also
-3
o 0
Tp=|_5
0
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71,72 Lu. Losungen aus Lj:

Zy: Setze in (ZNH) rechts (32) = (}) (ZXH) x1 = —3,23 =0, also
-3
|
Tlo
0
Zo: Setze in (ZNH) rechts (32) = (9) (ZXH) xry =Db,x3 =

und die allgemeine Lésung lautet dann:

-3 -3 5

. 0 1 0 . o

T=| + A\ 0 + Ao 9 mit beliebigen A1, Ag € C.
0 0 1

Ein abschlieender Satz:

Satz 7. Es sei A € C"™" . Dann gilt

AX = ¢ ist fiir jedes y € C" eindeutig losbar
& AT =0 besitzt nur die Lésung & = 0
< rang(A) =n
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21. Regulare Matrizen. Die zu einer Matrix
inverse Matrix

21.1. Reguldre Matrizen

Definition. A € C™™ heift regulir, falls rang(A) = n gilt. Eine nichtregulire Matriz
heifst singulér.

Beispiele. FE ist requlir. A requlir < AT regulir < A* requlir
Satz 1. Es sei A € C"™™ . Dann gilt:
AZ = i ist fir jedes § € C" eindeutig l6sbar
& AZ =0 besitzt nur die Lésung & = 0
& rang(A)=n
& A reguldr
Satz 2. Sind A, B € C"™") regulir, so ist AB reguldr.

Satz 3. Es seien A, B € C"™ und AB sei requlir. Dann sind A und B regulir.

21.2. Die zu A inverse Matrix A~!

Satz 4. Sind A, B € C"™") regulir, so gibt es genau eine requlire (n,n)-Matriz X mit
AX = B.

= Ist A regulér, so gibt es genau eine reguldre Matrix X, die AX = F erfiillt. Dies gibt

die folgende Definition:

Definition. Es sei A requlir. A~ ist die requlire Matriz, die AA™" = E erfillt. A
heifit in diesem Fall invertierbar und A~ die zu A inverse Matriz.

Satz 5. Fiir requlire Matrizen A, B € C™™) gelten:

1. (AB)y"'=B71A"!
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4o (AT)Th=(AThT

5. (A1 = (A1),

Es sei A € C™") reguliir. Die Zeilennormalform von A ist E.

A~ kann man so berechnen: Nimm an E die Zeilenumformungen vor, die an A zur
Transformation auf Normalform durchgefiihrt werden miissen. Das Ergebnis ist A~!.

32



22. Determinanten

22.1. Permutationen

Sy := {0 | o ist Permutation der Zahlen 1,...,n} (n € N)

deS, o {1,...,n} — {1,...,n} ist bijektiv.

Sy, enthélt n! Elemente (HMI).

Schreibweise: ¢ € Sy,:

1 2 ... n
”= <¢(1) é(2) ... ¢(n)) oder ¢ = (¢(1), #(2), .-, ¢(n))

¢, € Sp =

id € Sy,:
id=(1,2,...,n) €S,
Beispiele. ¢ = (1,3,2,4),¢ = (2,4,1,3)

potp=(9(2),0(4),6(1),¢(3)) = (3,4,1,2)
Yoo =(¥(1),¥(3),¥(2),¢(4) = (2,1,4,3)
¢> 1=(1,3,2,4)

=(3,1,4,2)

Definition. 7 € S,, heifit Transposition, falls es p,k € {1,2,...,n} so gibt, dass 7(j) =
j Vi # pk und 7(p) = k und (k) = p. Schreibueise: 7 = (p k).

1. Im Beispiel oben ist ¢ = (3 2)
2. Es gilt mit ¢ = (1,3,2,4): (12) o = (2,3,1,4).

3. Fiir jede Transposition 7 gilt 72 = 7 o 7 = id, also 7 = 7~ !. In obigem Beispiel ist

o=
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Satz 1. Jede Permutation o € S, kann als Produkt von Transpositionen geschrieben

werden: ¢ =T10...0T.

Beispiel. (5,3,4,1,2) = (15)0(23)0(34)0(45)=(12)0(24)0(23)0(15).

Satz 2. Hat man fir o € S, zwei Zerlegungen in Transpositionen: ¢ = T, 0 ... 0T =

TL0...07, so sind die Zahlen k und | entweder beide gerade oder beide ungerade.

Definition. o € S,,. Das Vorzeichen von o, sign(o), ist so definiert:
sign(o) = (—1)",
wenn o =T 0...07T eine Darstellung als Produkt von Transpositionen ist.

Satz 3. Es gelten
1. sign(1) = —1 fiir jede Transposition T € Sy,
2. sign(o o ¢) = sign(o) sign(¢), o,¢ € S,
3. sign(o) = sign(c™Y), o € S,

4. sign(o) =[];x w, o€ S,

22.2. Determinante

det : C(™") s C

A det A (gelesen: die Determinante von A)

Wir fassen det als Funktion der Spalten ay,...,d, von A auf. det(A) = det(dy,. ..

wird durch folgende Eigenschaften festgelegt:
(det 1) det(F) = det(é1,...,€,) =1

(det 2) det ist linear als Funktion jeder Spalte:

m m
det (@, . .., d—1, Y Mk, Gigts - - ) = D Nedet(@n, ..., G-, U, et - - -
k=1

k=1

firl=1,...,n.

(det 3) Vertauschen zweier Spalten éndert das Vorzeichen von det(A): Fiir jede Transpo-

sition 7 € 5, gilt

det(d@r1), .-, dr(n)) = sign() det(A)
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Beispiele. Priife nach, dass folgende Zuordnungen fiir n = 2,3 im obigen Sinn Deter-
minanten sind:

A= (an a12> — det(A) = (11022 — (112 (n = 2)
Q2] (22
A= [51, as, 53] — det(A) = (51 X 52) - ds (n = 3)

Folgerungen (aus (detl), (det2), det3)). (A1) det(dy(),---,dxmn)) = sign(o) det(A), o €
S

(A2) det(Ep(nyy - - - » En(m)) = sign(0), 0 € Sy

(A3) Aus AZ; = A&, (j # k) folgt det(A) = 0.

(A}) Fiir B =[dy, ..., dp_1,dk + i), @ity - - @n] ( # kA € C) gilt det(B) = det(A).
(A5) det(AA) = A" det(A), X € C

(A6)
Satz 4 (Folgerung aus (det2), (A3), (A2)). Fir A = (aj;) € CM™™ gilt

det(A) = Z sign(a)ag(l)l - Qg (n)n-
gESy

Zur Ubung schreibe diese Formel explizit fir n = 2,3,4 auf.

Beispiel.
1 a Qin
0 a2 -+ a Lo .
det | . . . :det(el,ag,...,an)
0 Qnp2 (679
= Z Sign(O'/)Oég/(Q)Q - Qg (p)n
o'ESp_1
Q22 o+ Qop
= det
Qn2 -+ Qnp
Dabei sind hier S,_1 alle Permutationen der Zahlen 2, ..., n.
Satz 5.

det(A) =det(AT) = ) sign(o)ap() - - - Onon)
oESy

(A7) Ajj bezeichnet die (n —1,n — 1)-Matriz, die aus A durch Streichen der j-ten Zeile
und k-ten Spalte entsteht. Das Beispiel vorher gibt det(é,da,...,d,) = det Ay;.
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Mit
det(&'l, ..

erhdlt man den
Satz 6 (Entwicklungssatz).

n

det(A) = (=1, det(A;p)

= Z(—l)k+jozkj det(Akj)

=1

(A8) (Folgerung aus Satz 1)

< Ak—1,€5, 41, - - -

yik) = (—=1)F7 det(Ajx)

(Entwicklung nach der k-ten Spalte)

(Entwicklung nach der k-ten Zeile)

Satz 7 (Determinantenmultiplikationssatz). A, B € C(»™), Es gilt

det(AB) = det(A) det(B)

(A9) Ist A € C™™) regulir, so gilt

det(A™1) = (det(A)) !

(A10) A ist regulir < det(A) # 0.

(A11) Der (n,n)-Matriz A wird die (n,n)-Matriz adj(A) (die Adjunkte von A) zugeordnet

durch

(adj(A)) == (=D det(Ay) (k,1=1,...,n)

Satz 8. FEs gilt

adj(A)A = E det(A)

Folgerung. Ist A regulir, so gilt

_ 1 .
A7l = MadJ(A)

(A12) Die Cramersche Regel (mit der Folgerung aus Satz 5) Es sind A € C»™ A
regqulir und if € C" gegeben. ¥ = A~y (die Losung von AT = i) erhdlt man so:

— n —
T = Zk:l xkek}

|
TE T det(4)
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23. Orthogonale Matrizen

23.1. Beispiele

A, — [cos ¢ —sing A, — [ cos ¢ sing
17 \sing cos¢ )’ 27 \—sing cos¢
cos¢p 0 —sing cosy —siny 0
As = 0 1 0 Ay = |siny cosy O
sing 0 cos¢ 0 0 1

23.2.

A e R™™) heiBt orthogonal, falls AT A = F gilt.
Aq, Ag, Az, Ay aus 23.1 sind orthogonale Matrizen.

1. Ist A orthogonal, so gilt |det(A)| = 1. A ist insbesondere regulér.

2. A ist orthogonal & AT = A™! & AAT = E & A~! ist orthogonal < AT ist
orthogonal.

3. Sind A und B orthogonale (n,n)-Matrizen, so ist AB orthogonal.

4. Sind AB und B (A) orthogonal, so ist A (B) orthogonal.

23.3.

Satz 1. A e R, Es sind dquivalent:
1. A ist orthogonal

2. 7T = (AZ)T (A7) VZ,7 € R"
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3. ||AZ|| = ||Z||] V& e R™

4. A7 — Ayl = ||Z — g]| V&, 5 € R"

5. Die Spalten von A bilden eine ON-Basis des R™

6. Die Zeilen von A bilden eine ON-Basis des R™

7. Ist (by, ..., by) eine ON-Basis des R", so ist (Aby, ..., Aby,) eine ON-Basis des R™.

Satz 2. Jede orthogonale (2,2)-Matriz ist von einer der beiden Formen

D (z —j) (a)
(i 2)

mit 2 + ¢ = 1. Die Abbildung & — ST : R?2 — R? beschreibt eine Spiegelung an der
Gerade durch 0, die die Richtung ¢ = (¢t1) hat (das ist die Gerade durch 0 mit der
Steigung tan ¢/2 mit ¢ = cos ¢, s = sin ).
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24. Eigenwertprobleme, Diagonalisieren von
Matrizen

24.1. Beispiele

1. (siehe vorher Satz 2/ Kap. 23) Mit A = (COW sin.¢ ) hat man:

sin¢ —cos¢
A cos'qb +1 _ cos'gb +1 und
sin ¢ sin ¢

A —sin¢g \ [ —sing
cosp+1) \cosgp+1

2. 7Zu A e C" und 7 € C" ist £ € C" mit AZ = § gesucht. Mit einer reguliiren
Matrix C setze @ := C~ &, ¢ := C~1yj. A% = §j wird zu einer Gleichung fiir 2”:

cltacy =¢

Ist C1AC eine Diagonalmatrix, so erhilt man sofort #/ und dann auch & = CZ'.

24.2. Definition

Es seien V ein VR und T' € L(V, V).

A € C heifit Eigenwert (EW) von T, falls es ein x € V \ {0} gibt mit Tz = Az. Ein
derartiges Element x heifit Eigenvektor (EV) zum EW .

Ist A ein EW von T, so heifit E(\) := Kern(T' — Aid) = {0} U {z | x EV zu A} der
Eigenraum von T zum EW A.

dim E(X) heiit die geometrische Vielfachheit v(\) von .

Bemerkungen, Beispiele. 1. Zu 2.) / 2/.1: Besitzt A n l.u. Eigenvektoren v, ..., Uy,
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mit den EW Ay, ..., Ay, so ist mit C = [V,..., U]

A1
CTYAC = [\Mér, ..,  @y] =
An

2. Ist fir T € L(V,V) Kern(T) # {0}, so ist jeder Vektor x € Kern(T') \ {0} EV zum
EWX=0

3. Fir die lineare Abbildung T:R3 — R3 mit T(é)) = &1, T(éa) = &, T(&3) =
ist jeder Vektor ¥ = ( ) £ 0 EV zum EW X =1 und jeder Vektor T = (;8
EV zum EW X\ = —

\_/
01 wl

4. D:C>®(I)— C™(I), Df = f'. Figenvektoren (heifien in diesem Zusammenhang
auch Eigenfunktionen) sind f(z) = ce™ (c konst # 0) mit EW \.

24.3.

Satz 1. V sei VR, T € L(V,V). uy,...,u; seien EVen und die zugehirigen EWe
A,y ..., A seien verschieden. Dann sind die EVen uq,...,u; lLu.

Folgerung. Gilt dim(V') = n, so besitzt T € L(V, V) héchstens n verschiedene EWe.

Satz 2. T € L(V,V), dim(V) = n. Dann hat man:

1. Besitzt T n l.u. EVen uq,...,u, mit den EWen A1, ..., A, so ist die Darstellungs-
matriz fir T : (V, (u1,...,uy)) — (V, (u1,...,uy,)) die Matriz

A1
(*)
An

2. Gibt es in 'V eine Basis (v1,...,vy), bzgl. der T € L(V, V) die Darstellungsmatriz

A1
( ) = [M€1, ..., \n€Ep] besitzt, so gelten
An

Tve = A\pvg, k=1,...,n
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24.4. Das charakteristische Polynom der Matrix
A= (Cij) ~ (C(n,n)

Gesucht sind A € C und Z # 0, % € C" mit AT = 7.
Es gilt (siehe z.B. Satz 7/ Kap. 20 und A10, 22.2):

A ist EW von A & rang(A — AE) <n
< xa(A) :==det(A—AE) =0

XA(A) heiit das charakteristische Polynom von A. Die EWe von A sind die Nullstellen
von X A.

Satz 3. Es gilt

Xa(A) = (1" A" 4+ (=1)"IAY "agi+ . det A
j=1

(> %1 aj; =: Spur(4))

Zu einem EW X von A, d.h. zu einer Nullstelle A von x4, werden die zugehorigen EVen
aus dem homogenen linearen Gleichungssystem (A — AE)Z = 0 berechnet.

Hat A die verschiedenen EWe Ay, ..., A\, (k < n), so gibt es Zahlenm; e N (j =1,...,k)
mit ij:l mj = n und

xa(A) = (=1)"

J

(A =A™

k
=1

m;j :=m(\;) heiit die algebraische Vielfachheit \;.

Satz 4. Es gelten (das liest man aus Satz 3 ab):
k k
det(A) = H )\;nj und Spur(A) = ij/\j.
j=1 j=1

Bemerkung. Es sei A ein EW mit der geometrischen Vielfachheit v(\) und der alge-
braischen Vielfachheit m(\). Es gilt

1< y(A) <m(N).

Aus 25:1 m(A;) = n folgt: Fine (n,n)-Matriz besitzt mazimal n l.u. EVen.
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24.5.

Essei T € L(V,V),dim(V) = n. By = (v1,...,v,), By = (u1,...,uy,) seien Basen von
V. Es gibt dann eine regulédre (n,n)-Matrix C' = ((C);x) mit

n

uj = Z(C)kjvk, ji=1,...,n
k=1

Satz 5. Ist A die Darstellungsmatriz fiir
T:(V;B1) — (V;Bi)
und B die fiir
T:(V;Bz) = (V; Ba),
so gilt
B=C'AC.

Satz 6. Gilt fiir zwei (n,n)-Matrizen A und B mit einer requliren Matriz C' die Bezie-
hung

B =C1AC,

so sind A und B Darstellungsmatrizen derselben linearen Abbildung.

24.6. Diagonalisieren von Matrizen

Definition. A, B € C™™ heifen dhnlich, wenn es eine requlire Matriz C € C™") so
gibt, dass

B=C"1AC
gilt.

Satz 7. (Sdtze 5/6) Zwei (n,n)-Matrizen sind genau dann dhnlich, wenn sie Darstel-
lungsmatrizen derselben linearen Abbildung sind.

Satz 8. Fir dhnliche Matrizen A, B gilt x4 = xpB. Sie besitzen also dieselben EWe.
Insbesondere gelten: det(A) = det(B) und Spur(A) = Spur(B).

Definition. A heifft diagonalisierbar, wenn A zu einer Diagonalmatriz D = [p1€1,. .., pnéy)
ahnlich ist.
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Satz 9. Es gilt fiir jede Matriz A € C("")

A ist diagonalisierbar (1)
& A besitztn lu.EVen (2)
& fiir jeden EW stimmen die geom. und die algebr. Vielfachheit dberein. (3)

(Verwende die Bemerkung am Ende von 24.4, Verwende Satz 2) Zu (2) = (1): Sind
F1,..., %y n Lu. EVen, so gilt mit C' = [#1,...,%,]: C"'AC = D mit Déj, = M\€), und
AZy = A\ @.

Z: Diagonalisieren der (n,n)-Matriz A
1. Berechne alle EVen

2. Gibt es n L.u. EVen #1,...,Z,, so ist C = [Z1,...,%,] eine Matrix, mit der A auf
Diagonalform transformiert wird.

3. Gibt es weniger als n L.u. EVen, so ist A nicht diagonalisierbar.

24.7. Hermitesche Matrizen sind diagonalisierbar

T

(19.5, 3) A € C™™ heiflt hermitesch, falls A = A*(= A ).

(A € R heift symmetrisch, falls A = AT))

Satz 10. Die EWe einer hermiteschen Matriz A sind reell und EVen zu verschiedenen
EWen sind zueinander orthogonal.

(Man benétigt: (Z,7) = "7, Z,7 € C" und (AZ,§) = (¥, A*7) 19.5 6., 7) )

Satz 11. Ist A € C™™ hermitesch (€ R(™7) symmetrisch), so existieren \1,..., A, € R
und eine unitire (orthogonale) Matriz C € C™™ (e R™™) ) derart, dass

xa(A) = (=" | [(A= X)) und
j=1
A1 A1
C*AC = (CTAC = )
)\n )\n

n

gelten. Die j-te Spalte von C ist EV mit EW A;.
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25. Definite Matrizen

Fir Ae R A= AT wird q(%) := T A%, ¥ € R™ betrachtet.

Definition. 1. A heifit positiv definit, falls ¢(Z) > 0 VZ # 0 gilt. A heift positiv
semidefinit, falls q(Z) > 0 V& gilt.

2. A heifft negativ (semi)definit, falls —A positiv (semi)definit ist.

3. A heifst indefinit, falls es @1, 72 € R™ mit q(71)q(Z2) < 0 gibt.
Satz 1. Es sei A e R™ ynd A= A". Es gelten:

1. A ist positiv definit < alle EWe sind positiv

2. A ist positiv semidefinit < die EWe sind nicht negativ

3. A ist indefinit < es gibt einen positiven und einen negativen EW.

Der Satz 1 im Fall n = 2 sagt aus:
Satz 2. Fir A= (%) #0,€ RZ? gelten:
1. A ist positiv definit < a > 0 und ac — b* > 0
2. A ist negativ definit < a < 0 und ac — b*> > 0
3. A ist positiv semidefinit < a + ¢ > 0 und ac — b2 >0

4. A ist indefinit < ac —b> < 0
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26. f:S CR"— R™, Stetigkeit

B(a,r) ={Z | |&—ad| <r} (r >0). S CR"” heiBBt offene Menge, wenn es zu jedem
Punkt @ € S eine Zahl r > 0 so gibt, dass B(a,r) C S gilt.
7= f(@), f: 5 CR"— R™, sei gegeben.

f(a‘:’).%m) = fi(@), fi:S—>R(G=1,...,m)

heilen die Koordinatenfunktionen von f

26.2.

Es ist f: S C R" — R™ gegeben und @ € S.
. . . . Def .. 7o 7
f heiit in @ stetig & lim f(Z) = f(a)

r—a

< Zu jedem € > 0 gibt es ein d(e,d) > 0 derart,

— —

dass aus ¥ € S, |7 — d]| < d folgt: || f(Z) — f(Q)] < e
f heifit auf S stetig, wenn f in jedem Punkt von S stetig ist.

Satz 1. Sind f und G: S — R™ in @ € S stetig, so sind f—l—ﬁ',x\f(A € R),f-g’in a
stetig.
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Satz 2. f: S —R™, G€ S. Es gilt:
f st in @ stetig < jede Koordinatenfunktion fi G =1,...,m) istin @ stetig.

Satz 3. g: S C R" —» R™, f: g(S) — RP. Es seien § in @ € S und fin g(@) stetig.
Dann ist f o g in a stetig.

Beispiele. 1. A € R™") sei konstante Matri.
fiR" S R™, f(7):= A7,

ist auf R™ stetig.

zy
fla,y) = 2+y2) (z,y) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0),
ist in (0,0) nicht stetig, obwohl f, eingeschrankt auf eine beliebige Gerade durch
(0,0), im Nullpunkt stetig ist.

22

floy)= | oz | @w) # 0.0

Y

ist diberall stetig und ldsst sich durch den Wert 0 in (0,0) so definieren, dass f auf
ganz R? stetig wird.
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27. Kurven in R". Die Bogenldnge

27.1.

Eine (parametrisierte) Kurve im R™ ist eine stetige Abbildung
r:ICR—R"
Eios @1(1), . an(8)T

7 heift stetig diff ‘bar (7 € CY(I)), falls die Koordinatenfunktionen z; : I — R stetig
diff’bar sind. Es gilt fiir ¢t € I:

_4 .
t = 1 _— =
7(to) = lim —
tel

7(I) heifit die Spur von 7, ¥ = 7(t) heiBt Parameterdarstellung der Kurve.

Zu einer Kurve gehort eine Orientierung: t1 < t2 induziert die Richtung 7(t1) — 7(t2).
Ist I = [a,b], so heifit ¥(a) Anfangspunkt und 7(b) Endpunkt der Kurve.

Gilt 7(a) = 7(b), so heiit die Kurve geschlossen.

Ein Punkt 7y mit 7y = 7(t1) = 7(t2) fiir t; # to heiit Doppelpunkt. Ist 7 injektiv, so hat

die Kurve keinen Doppelpunkt. Eine solche Kurve heifit Jordankurve. Eine geschlossene

Jordankurve hat den Anfangs- (=Endpunkt) als einzigen Doppelpunkt.
Beispiele. 1. 7(t) = (\/:?) , —1 <t <1, ist eine Jordankurve

2. 7(t) = (2cost — 1) (S31), 0 < t < 27 ist geschlossen, aber keine Jordankurve.
Doppelpunkte?

3. 7(t) = (?j) , t € R ist keine Jordankurve. Doppelpunkte?

Es sei 7: I — R" eine stetig diff’bare Kurve. Gilt fiir to € I 7(tg) # 0, so ist

gt) = 7(to) + 7 (to)(t — o), t € R,
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eine Parameterdarstellung fiir die Tangente an 7 in 7(tg). 7 (tg) heifit Tangentialvektor
der Kurve an der Stelle (o).

Die C'-Kurve 7: I — R" heiit regulir (glatt) an der Stelle to € I, wenn #(to) # 0 gilt.

Beispiele. 1. 7(t) = (g) , —1<t<1.

cost

si;nf),tER

27.2. Die Lange der Kurve 7: [a,b] — R"

Z sei eine Zerlegung des Intervalls [a, b]: Z = {tg,...,tpjmit a =ty <t; < ... <ty =0
(siehe auch beim Integral in HMI)

m

(Z) = IF(t;) — 7t

Jj=1

ist ein Ndherungswert fiir die gesuchte Léange von 7 : [a,b] — R"™. Die Kurve 7 heifit
rektifizierbar (besitzt eine Liange), falls {{(Z) | Z Zerlegung von [a, b]} beschrinkt ist.
Das Supremum dieser Zahlen [(Z) heifit die Linge von 7 L(7) = L (7).

Satz 1. Eine C'-Kurve 7 : [a,b] — R" ist rektifizierbar (—oo < a < b < ). Es gilt
b
L) = [ I du
Beispiele. 1. 7(t) = (ﬁ) , —1<t<1. L(F) = .

2. 7(t) = e (), t > 0. L(F) = V2.

sint

3. 7(t) = (1+e ) (558), t > 0. Wegen L(F) > [[°(14e7")dt gilt L(F) = .

sint

27.3. Parameterwechsel

= 7#(t), ¥ : I(Intervall) C R — R" sei eine C'-Kurve. J C R sei ein Intervall. g : I —
= g(t), heiBlt eine C* Parametertransformation, wenn g bijektiv und C* und
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gt:J—1I 7~ t=g Y1), ebenfalls aus C! ist. Die Kurve g : J — R", p{(7) :=
7(g71(7)), heiBt eine Umparametrisierung von 7. Es gilt g(J) = 7(I).

g heiBt orientierungstreu (orientierungsumkehrend), falls ¢ > 0 (¢’ < 0).

Beispiel. 1 =g(t) :=b+a—t, g: [a,b] — [a,b]. Die Kurve p: p(7) :==7(b+a—7),T €
[a,b] wird auch durch 7~ bezeichnet.

Satz 2. Mit den Bezeichnungen oben sei I = [a,b], J = [a, (). T sei glatte Kurve. Es
qult

b B8
(L) =) / 17 @) dr = / 17 de( = L),

27.4. Parametrisieren nach der Bogenlange s

7 : [a,b] — R™ sei glatte Kurve der Lénge L,

t
s=g(t) := / |7 (u)|| du, a <t <b.
a
Die Umparametrisierung von # mittels g:

pls) =g (s), 0<s<L

heiit die natiirliche Darstellung der Kurve 7. Sie ist durch ||g'(s)|| = 1, s € [0, L]
gekennzeichnet.
Beispiel. Die natiirliche Darstellung von 7(t) = <(s:?§€>, 0 <t < 2m, ist pls) =
cos(s/v/2)
sin(s/v2) |, 0<s<2mV2.
s/\/§
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28. Die Richtungsableitung. Partielle
Ableitungen

28.1. Die Richtungsableitung

S C R" sei eine offene Menge (d.h.: zu @ € S gibt es ein r > 0, so dass {Z | || —d]| <
r} C S gilt). Weiter sind g: S — R, Z € S und 7 € R"\ {0} gegeben.

Definition. Ezistiert limy,_o1/h(g(Zo + hv) — g(Zy)), so heifst dieser Grenzwert Rich-
tungsableitung von g in &y in Richtung ¥. Er wird durch (Dzg)(Zo) bezeichnet.

Gilt (Dzg)(Zo) > 0 ((Dzg)(Zo) < 0), so wachst (fillt) g(Z) bei Zp in Richtung v.

Fiir ein Vektorfeld f : § ¢ R® — R™, &, ¥ wie oben, ist (Dgf)(Zo) koordinatenweise
erklart:

) L ) Dy f1(%o)
(Df) (o) (= lim =(f(Zo + ho) = f(Z0)) ) = :
Dy fim(%0)
Beispiele. 1. f(Z) = 7|, & € R": (Dyf)(&) = 2% 7. (DLf)(%) = (Dg(Dsf)) (%) =

2|71,

— —

2. A e R™" konstant. f(Z) = AZ, & € R". (Dgf)(Z) = Av.

28.2. Partielle Ableitungen

f, S seien wie oben.

Fiir Dg, schreiben wir D; und sprechen von der partiellen Ableitung nach der j-ten
Variablen:

— — —

(D3 F)(@) = lim = (77 + &)~ F@), j=1,....m.
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j?heiﬁt auf S partiell diff ‘bar, falls (Dy f;)(Z) fir alle k € {1,...,n}, j€{1,...,m} und
alle ¥ € S existieren.

f heift I-mal stetig partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen bis einschlief-
lich der Ordnung [ existieren und stetig sind.

Satz 1 (Schwarz). Ist f: S C R" — R zweimal stetig partiell diff 'bar, so gelten
D;Dyf = DyD;f

auf S fir alle j, k.

28.3. Die Jakobi Matrix. Die Funktionaldeterminante

f: S C R™ — R™ sei partiell diff’bar. Die (m,n)-Matrix

heifit die Jakobi Matriz von f mn T.

Ist m = n, so heifit det(Jf(a_:')) die FPunktionaldeterminante von f an der Stelle 7.

Beispiele. 1. f:{(r,¢)|r >0, 0< ¢ < 21} — R2,

> _ (rcos¢ )
flr,¢) = (rsin ¢> (ebene Polarkoordinaten)

det(J(r, 9)) = det (20 70 ) =
2. F:{(r,$,0) | r>0,0<¢<2m, —7/2<0<m/2} —R>

7 Cos ¢ cos 6
f(r,,0) = | rsingcosd (rdumliche Polarkoord., Kugelkoord.)
rsin 6

det(Jf(r, $,0)) = r2cosf.
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29. Gradient, Divergenz, Rotation,
Laplaceoperator, der V-Operator

29.1. Definitionen

Dy

Dy,
Vf=grad(f):R" - R" fiir f:R" - R
V'3 (=V-0) =dive:R* — R fiir 7: R" — R"
V x ¥ =rot7:R>— R fiir 7: R - R?
Af=VIVf:R" > Rfir f:R* >R
AT = (V'V)7: R" — R" fiir 7 : R" — R"

€;D; werden definiert:

29.2. Beispiele

(Gradient)
(Divergenz)

(Rotation)

(Laplace-Operator)

4. Mit f: R — R wird ¢g : R” — R durch ¢(Z) := f(||Z||) definiert. Es gilt

—

(Vg)(@) = f’(llf\l)ﬁ-

5. Produktregeln:
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(Zur Ubung formuliere diese Regeln mit den Begriffen grad, div, rot in Satzform)

6. Es sei g wie unter 4. Es gilt

n—1
12|l

(Ag)(@) = f(IZ]]) + 111D

29.3. rotgrad, divrot, rotrot, graddiv

Satz 1. Es seien f : R? — R und 7 : R? — R3 zweimal stetig diff ‘bare Skalar- bzw.
Vektorfelder. Es gelten

1. Vx (Vf)=0 (rotgrad(f) =0)
2. VI(V x @) =0 (divrot(d) = 0)

3.V x (Vx7)=V(V'0)-A7
~———— N——

rot rot () grad div ¢

Bemerkung. Es sei v : R? — R3 stetig. ¥ heifit Potentialfeld, falls f : R? - R, f € C!
mit v = V f existiert. Satz 1, 1. besagt:

Fiir ein C'-Potentialfeld ¥ gilt V x ¥ = 0.
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30. f:S CR"— R™, die Ableitung

30.1. Differenzierbarkeit

Es seien S C R" offen, ©y € S und h e R" so, dass Zy + hes. f: S — R™ heifit in xg
diff ‘bar mit der Ableitung f'(Z) € R™™) falls

(@ +h) = f(Zo) + ' (Fo)h + R(h)

mit limz_ R(h)/||hl| = 0 erfiillt ist.

30.2.

1. Es folgt sofort: Ist fin Zo diff’bar, so ist fin Zo stetig.

2. Die Funktion

W (a,

€T — W’ (070)
flemy): {o, (2,9) = (0,0)

RN

ist in (0, 0) nicht stetig. (Dgf)(0,0) existiert jedoch fiir jedes & € R?\ {(0,0)}.

30.3. Beispiele

1. A € R(™™ sei eine konstante symmetrische Matrix und f(Z) = #' AZ, & € R". Es
gilt f/(z) =22 A, ¥R

2. A sei eine konstante (m, n)-Matrix und f(Z) := AZ, £ € R". Es gilt () = A, T €
R™.
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30.4. Ableitung und Richtungsableitung

Satz 1. Es sei f : S C R" — R™ in &, € S (offene Menge) diff ‘bar. Dann existiert
(Dzf)(Zo) fiir jedes v € R™\ {0} und es gilt

30.5. Folgerungen

1. Es sei f: S CR"” - R™in S diff’bar. Dann gilt

—,

f(#) = J@), #es. (*)

Und weiter: Ist Jf(f) in 7 stetig, so ist f in Z diff’bar. Es gilt (¥). ( stetig diff'bar
z diff ’bar z partiell diff’bar; stetig partiell diff’bar = diff’bar )

2. Ist fin S diff'bar, so gilt fiir Z € S und & € R", 7 # 0:

(Dsf)(@) = [ (@75 = (F"V) ))(@)
Im Fall m = 1 kann dies so geschrieben werden:
(Dsf)(@) = 5" (VA)(&) = f(7)7
Satz 2. FEs sei f: S5 CR"™ — R diff 'bar und & € S. Dann gelten:

max{ Dy f(Z) | 0] =1} = [V (@) = Daf(Z) und
min{ Dy f(Z) | || = 1} = —[[Vf(Z)|| = Daf(T)

mit W = V f(Z)/||V f(@)[| =

30.6. Die Kettenregel

Satz 3. Es sind § g: UCRP —R"” und f V CR"™ — R™ gegeben. Es sei g{U) C V. g
sei in & € U und f in g(Z) (€ V') diff ’bar. Dann ist f o g in ¥ diff 'bar und es gilt

— —,

(Fo9)(@) = F(G@)F (@) (T7,,(@) = TAG(®)J4(@))
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30.7. Tangentialebene einer Fliche in R?

Satz 4. Ist die Fliche F implizit durch f(z,y,2) = ¢ (const) gegeben, wobei f € C' und
Vf 0 erfillt seien, so ist

(7' —170) - Vf(7o) =0
eine Gleichung der Tangentialebene an F' in P € F, wobei 7y der Ortsvektor von P ist.

Ubung. Spezialisieren Sie diese Tangentialebenengleichung auf den Fall einer expliziten
Flichengleichung: z = g(x,y), y = h(z,2), x = j(y, 2).

Satz 5. Es sei F' in Parameterform gegeben: ¥ = f(u,v) mit f: UcCR?-R3 feC!
und D1 f(u,v) X Daf(u,v) # 0, (u,v) € U. Eine Gleichung fiir die Tangentialebene an
F in P: 7y = f(ug,vo) ist

— —
— 5

7= t(p,0) = 7o + pD1f(uo,vo) + 0 D2 f(ug, vo), p,0 €R.
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31. Zum Taylorsatz fiir Funktionen in n
Variablen

31.1. Vorbereitungen, Bezeichnungen

T eR™, p(&) = (214 ...+ z,) (j €N).

Lop(@) =31 ZZ:I Ty T

2. DM .. Dbnp(z) (k1,..., k, € NU{0})

_{j!, Bttt hn =

i=0 0, sonst

DIt ... DI p(Z)

3. p(Z) = > it cjlmjnx{l...x%”. Es gilt ¢;,..5, = —S5i 50 (wobei
Jlsees Jn €NU 55:6
Ji1+ ...+ jn =7 ist.)
Es folgt mit 3.:
Satz 1.
) ~ T
p(@) = (x1 4+ ...+ 2,) = Z , —zit .l

Ubung. 1. Man finde in Satz 1 fir n = 2 den binomischen Satz aus HMI wieder:

- ; ko j—k
(1 + x2)! = ?c:O (i) il

2. Schreiben Sie explizit (x1 + xo + 23)* auf in der Form wie oben unter 1. und wie
in Satz 1.

31.2. Der Taylorsatz aus HMI

Aus HMI, 14. Kapitel, benttigen wir die folgende Variante des Taylorsatzes:
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Fiir F € C*1(I),I C R Intervall, 0,1 € I gilt:

k
1 1 .
=> FF = 1)'F(’““)(9) mit 0 € (0,1) (E)
j=0 '

31.3. Taylorsatz von Funktionen in n Variablen

Wir setzen voraus:

(V) Essei f: S Cc R* — R aus CK¥*1(S). S offene Menge und
zusammenhéingend (= je zwei Punkte aus S kénnen durch einen
in S verlaufenden Streckenzug verbunden werden). Mit Z und
Ty € S gelte {7(t) = o+ t(Z — 2p), 0<t <1} CS.

Mit f wird F' : [0,1] — R durch F' = fo7 definiert. Es gelten F'(1) = f(Z), F(0) = f(Zo)
und (Kettenregel)

wobei ((Z— o) - V)7 mit Satz 1 so ausgewertet werden kann: (setze b = (hy, ..., hy) T =
Z — &y zur Abkiirzung)

P o v — Ui piepd n
(hOV)‘]— Z mhllh.’l]lDllD"l]l
Wird (E) (31.2 oben) unter den Vor. (V) fiir F' = f o7 hingeschrieben, so ergibt sich
Satz 2 (Taylorsatz).
k

j=0

\ —

5 ( V) f(@o) + (7= T0) - V)" f(Zo + 0(F — o)) (T)

b

=R
:Tk(f,fo)(f) ktl

Einschub (Landau Symbol , klein 0*)

Es seien f, g fiir 0 < |z — 20| < r definiert mit g(x) # 0 fiir 0 < |x — xg| < 7:

Definition.

D £

% g(a)
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Beispiele. o |Rpi1| =o(|Z — To|"), ¥ — Zo
o sinz —x = o(|z|?), . — 0

e " —1=0(1), x—0

31.4. Folgerungen, Spezialisierungen

1. (T) fir k = 0 lautet:

—

f(@) = f(o) = VF(§) - (Z - To) (MWS)

mit £ = zo 4 0(Z — o), 0 € (0,1).
Satz 3. Es sei f : S C R™ — R eine C'-Funktion. Es gilt

f(Z) = const, T€ S V(@) =0, LS.

Beispiel. arctan(x/y) + arctan(y/x) = 7/2, = > 0,y > 0.

2.
To(f, Zo)(Z) = f(Zo)
T1(f,%0)(%) = f(Zo) + (¥ — Zo) - V f(Z) (*)
To(f, %0)(@) = T1(f, 70) (@) + (¥ — 7o) - V) (7o)

(Beachte: Die rechte Seite von (*) sind fiir n = 2 die Punkte der Tangentialebene
der Fliche x3 = f(z1,72) in (29,29, f(%o)); fiir n = 1 die Punkte der Tangente an
die Kurve zo = f(z1) in (29, f(2?)))

Mit der symmetrischen Matrix
Hy(Zo) = (D Dy f(Z0))jk=1,..n
(die Hessematriz von f in &) hat man:
(7 = o) - V)2 f (F0) = (¥ — To) " Hy(T0) (¥ — o)
und also
f(&) = f(Zo) + VF(Zo) - (T — To) + = (& — &) Hp(Z)(& — &) + R3 mit

mit R3 = o(|| & — Zo||?) fiir ¥ — Zo. Oder auch:

D - T S\ - L =
J(@+3) = [(%0) + V(@) - 7 + 33" Hy(@)7 + o |7]*), 7 — 0
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31.5. Taylorreihe

1. Soll eine Funktion f = f(&) um Zp bis zur Ordnung k entwickelt werden, so ist
(T) aus Satz 2 verlangt.
Beispiel. Entwickle f(z,y) = (x — 1)*(y — 2)3 um (0,0) bis zur Ordnung 2.

2. Gilt f € C*°(S) und Ry — 0 (k — o0) fiir # € S, so erhélt man f(Z) in Form einer
mehrdimensionalen Potenzreihe (der Taylorreihe) (vgl. 31.1)

(e 9]
T(f3)@) =F@) = Y chrgale—a) .. (za —ap)
Jise-sdn=0
mit ¢j, ...¢j, = ﬁD{l ...DI f(Z)).

Ist f(Z) um Zy in eine Potenzreihe entwickelbar, so ist diese Reihe die Taylorreihe.
Beispiele. a) Entwickle f(z,y) = e*¥ +sin(xy) um (0,0) in eine Potenzreihe.

b) Entwickle f(z,y) = x? — y? um (0,0) und um (1,2).

Antwort: f(x,y) = 22 —y? (um (0,0)), f(z,y) = -3 +2(x —1) —4(y — 2) +
(. —1)* = (y = 2)* (um (1,2)).
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32. f: S5 CR"— R. Extremwerte

32.1. Bezeichnungen, Definitionen, Notwendige Bedingungen

Es sei Zp € S. Gibt es ein 7 > 0 so, dass f(Z) < f(Zp) (>) gilt fur alle & € S mit
|& — Zo|| <, so liegt bei (Zo, f(Zo)) ein lokales Maximum (lokales Minimum) von f.

Gilt f(Z) < f(%o) (>) fiir £ € S mit 0 < ||&—Zp|| < 7, so heiflit der Extremwert eigentlich
oder isoliert.

Beispiel. Betrachte f(x,y) = 2% +y? fiir 2*> +y? < 1.

Satz 1. FEs sei S C R"™ eine offene Menge und Zy € S. Es sei f : S — R in Zy diff bar.
Besitzt f in &y ein lokales Extremum, so gilt V f(Zy) = 0.

Definition. Ein Punkt &y € S mit Vf(Zo) = 0 heifit stationirer (kritischer) Punkt von
7.

Definition. (Zy, f(Zo)), Zo € S, heifit Sattelpunkt von f, falls Zy stationdrer Punkt von
f ist und falls in jeder Umgebung von Xy Punkte @, v € S liegen mit f(@) < f(Zo) < f(7).

Beispiel. Fiir f(z,y) = 2% — y? liegt bei (0,0) ein Sattelpunkt

32.2. Hinreichende Bedingung
Satz 2. Es sei Ty € S ein stationdrer Punkt von f : S C R® — R. Es sei f € C?(9).

Es gelten:

1. Ist Hy(%o) (siehe 31.4) positiv definit, so liegt bei Zo ein eigentliches lokales Mini-
mum.

Ist Hy(%o) negativ definit, so ist (Zo, f(Zo)) ein eigentlich lokales Mazimum.
2. Ist H¢(Zo) indefinit, so ist (Zo, f(Zo)) ein Sattelpunkt.

3. Ist Hf(Zy) semidefinit, so ist keine allgemeine Aussage tber den Charakter von
(Zo, f(Zo)) mdglich.
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Fiir n = 2 mit & = (70,%0) € S C R? und
Az, yo) = det(H(z0,90)) = (DIfD3f — (D1D2f)?) (0, o)
lautet der Satz so: (vgl. Kap 25, Satz 2)
1. Aus A(xo,y0) >0
e und D? f(z9,y0) > 0 folgt: bei (z0,yo) liegt ein eigentliches lokales Minimum
e und D3 f(xo,y0) < 0 folgt: bei (xg, yo) liegt ein eigentliches lokales Maximum
2. Aus A(zo,y0) < 0 folgt: bei (xo,y0) liegt ein Sattelpunkt

3. Im Fall A(xg,y0) = 0 ist keine allgemeine verbindliche Aussage moglich.
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33. Der Satz uber die inverse Funktion.
Der Satz iiber implizite Funktionen

33.1. Der Inverse-Funktion-Satz

Ist S C R™ eine offene Menge und Fy € S, so nennen wir
B(Zo,r) ={T € S| |7 -] <r}
eine offene Umgebung von &y in S (vgl 26.1)

Satz 1 (Inverse-Funktion-Satz). f: S C R" — R", Z — § = f(Z) sei aus C*(S) und
S eine offene Menge. Es sei Tg € S und f'(Zp) = Jj;(a?o sei requlir. Dann gibt es eine
offene Umgebung U C S von Xy derart, dass gelten:

—

1. f(U) =:V ist eine offene Menge

flu ist bijektiv
1

—

f7 V. = U ist stetig diff 'bar. Es gilt

YD =TT @) gev
Ubung. Finden Sie fir n =1 das entsprechende HMI-Ergebnis hierin wieder.
Beispiele. 1. f:S={(r,¢)|r>0, 0<¢ <7} — R2

= x 7 COS ¢
firor=(5) = (Lomd) *
F(r,¢) ist (wegen det Je(r,¢) = r) reguldr fir alle (r,¢) € S: (*) ist in ei-

ner Umgebung jedes Punktes (r,¢) € S stetig diff ‘bar nach r,¢ auf losbar. Hier
gilt sogar globale Injektivitit: Aus (r1,¢1) # (ro,d2); (r1,¢1), (r2,¢2) € S folgt:

— —

f(ri, 1) # f(r2, ¢2).

2. f wie unter 1. jetzt mit S = {(r,¢) | r > 0, 0 < ¢ < 4r}. f ist, wie in Satz
1 formuliert, wegen det Jf = r # 0 in der Umgebung jedes Punktes (r,¢) € S

injektiv (lokal injektiv). Hier ist S ,zu groff“: f ist nicht global injektiv: f(r, w/4) =

—

f(r,9m/4).

2.
3.
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2x122

3. (zur Ubung) Betrachte mit S = R? f(z1,x9) = (mf*x%) Untersuche mit Satz 1,

ob das Gleichungssystem (§5) = flz1,22) nach x1 und x5 aufidsbar ist.

33.2. Der Implizite-Funktion-Satz

Gegeben ist

[ R*"xR™ — R™

@9~ fl@.1).

Gefragt ist nach der Auflésbarkeit von f (a: 7)) = 0 nach 7. Falls das mdglich ist durch
7= h(Z) mit f(Z h(Z)) =0, sagen wir, h wird durch f(Z,7) = 0 implizit definiert.

Zur Formulierung des néchsten Satzes fithren wir die folgende Bezeichnung ein: f' (Z,79)
ist die folgende (m,n + m)-Matrix:

— — —

Jf(f’g’):[le(f,g),... Dy f(Z,9)s D1 f(Z,9)s - - s Do f (2, 9)]
= [0x f(Z,9), Oy (&, 7)]
—

(m,n)-Matrix (m,m)-Matrix

Satz 2 (Implizite-Funktion-Satz). Es seien S C R"™™™ eine offene Menge, (Ty, o) €
SCR"XR™ und f:S — R™, (£,7) — f(&,1), eine C1(S)-Funktion. Es seien erfiillt:

1. f(Z0,50) =0
2. 8yf(fo, Jo) ist requlire Matriz
Dann hat man:

a) Es gibt eine offene Umgebung U - R™ von Zy und eine offene Umgebung V C
R™ won iy und eine C'-Funktion h : U — V, § = h( ), mit gy = h(Zy) und
f(x h( 7)) =0, ZeU.

b) FirzeU gilt:
@) = — (@ P@ @) @xi)@ @)

P iy 2eY14yox1 —4xo+3
Beispiel. m = 2, n = 3. Wende Satz 2 an auf f(x1,x2,x3,y1,Yy2) = (y2 cos y1yf6;1+2;17x3) =

(3) mat (Zo, %o) = (3,2,7,0,1).
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34. Extremwerte mit Nebenbedingungen,
Lagrange Multiplikatoren

34.1. Hinfiihrende Beispiele

Beispiel (1). Gegeben ist die Fliche F C R3. Gesucht sind auf F die Punkte, die vom
Koordinatenursprung minimalen Abstand haben.

Ist g(x,y,2) = 0 eine Gleichung fir F, so ist das Minimum von f(¥) = ||Z|| unter der
Nebenbedingung g(Z) = 0 gesucht.

Geometrische Uberlequngen fihren auf das Gleichungssystem
V(&) = AVy(Z)
9(%) =0

fir Z. (X ist eine Hilfsgrifse)
Beispiel (2). Es sind Extremwerte von f = f(x,y,z) gesucht unter den Nebenbedingun-
gen gi(z,y,2) =0, g2(z,y,2) = 0.
Geometrische Uberleqgungen fihren auf die folgenden Gleichungen

Vf(x, Y, Z) - AIVQI(xa Y, Z) + A2V§72(x7 Y, Z)

g(l‘, Y, Z) = 92(x7 Y, Z) =0

Das sind fiinf skalare Gleichungen fir x,y, z, A1, Ao, die an einer Extremalstelle erfillt
sind.

34.2. Prolemstellung, abstrakte Voraussetzungen

Es sind mit einer offenen Menge S C R"™ gegeben:

g1
f:S—=Rundg: S —>R™ g=

Im
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mit: m < n, f,§€ CL
(Beispiel 1: n =3, m = 1, Beispiel 2: n =3, m = 2)

Gesucht sind Extremalstellen der Funktion f|y;, wobei M := {Z € S | §(Z) = 0} ist.

34.3. Lagrange Multiplikatoren Satz

f,g,m,n, M seien wie unter 34.2. Es sei erfiillt:
rang(g' (Z)) =m, Z€S.

Dann gilt: Ist £y € M eine Extremalstelle von f, so gibt es Zahlen A1, ..., A, mit
m
Vf(fo) = ZAngj(fo).
j=1

( Vf(o) = 2211 A Vg (&) zusammen mit (7o) = 0 sind n 4 m skalare Gleichungen
fiir die n +m Unbekannten A1, ..., Ay und T = (29,...,29) "))

rrn

Beispiel (3). Gesucht sind die Extremwerte von f(x,y,2) = 2% + y? unter den NB:

(g1(z,y,2)=)2=0
(92(x,y,2) =) 22 — (y — 1)3 =0

Beispiel (4). Es sei A € R eine symmetrische Matriz. Gesucht sind die Extremwerte
von f(Z) = ' AZ unter der Nebenbedingung ||Z|| = 1.

Beispiel (5). Gesucht sind die Punkte des Kreises x2+y? = 1 und der Geraden x+y = 4,
die voneinander minimalen Abstand haben.
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35. Integration iiber zweidimensionale
Bereiche

35.1. Gebiet und Rand eines Gebietes (vgl. 26.1, 29.1, 31.3)

Ein Gebiet G C R"™ ist eine nichtleere, offene und zusammenhingende Menge. G be-
zeichnet den Rand von GG, der so definiert ist:

Ty € 0G & fiir jedes r > 0 gelten B(Zy,r) NG # () und B(Zp,r) N (R"\ G) # 0

Mit G := G UG wird der Abschluss von G bezeichnet.

Beispiel. R = (0,5) x (0,5) = {(z,9) | 0 <z <5, 0 <y <5} ist ein Gebiet im R
Hier ist

OR={(0,y) |0<y<5}U{(5,y)|[0<y<5tU{(2,0)]0<2<5}U{(z,5)]|0<z<5}

und R = [0,5] x [0, 5]

35.2. Integral iiber spezielle Gebiete

Es sei G C R? ein beschriinktes Gebiet mit einer stiickweise glatten Randkurve. Es ist
f € C°(G) gegeben.

G ist vom Typ G®), falls G = {(z,y) | a(y) <z < b(y), ¢ <y < d} mit a,b € C([c,d]).

G ist vom Typ GW, falls G = {(z,y) | c(x) <y < b(z), a < z < b} mit ¢,d € C°([a, b]).

Definition.

d b(y)
/ f(z,y)d(x,y) :/ (/ f(x y)dm) dy (fiir G vom Typ G®))

b d(y)
= / / flz,y)dy | dz (fiir G vom Typ G¥))
z=a y=c(z)
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Ist G ein Gebiet, das sich disjunkt in Gebiete Gy, ...,Gx vom Typ G@ oder GW)
zerlegen lésst, so wird definiert:

//Gf(x,y)d(x,y) = é//GJ Fz,y)d(z,y)

Bemerkungen. 1. Falls f(z,y) > 0, (z,y) € G, so gibt [[, f(z,y)d(z,y) das Vo-
lumen des Korpers K = {(z,y,2) | 0 < z < f(x,y), (z,y) € G} an.

2. [l d(z,y) ist der Flicheninhalt I(G) von G.

35.3. Beispiele

1. G sei das beschrinkte Gebiet, das von den Kurven y = 1/x, y = z, = 2 berandet
wird: ([, 2?/y* d(z,y) = 9/4.

2. Fiir f(z,y) = (r —y)/(x+y)?, 0<x<1,0<y< 1, rechnet man nach:

/:0 (/ylo f(a,y) dy) dz = 1/2,
/yio (/::0 J(z.) dl’) dy = —1/2

Satz 1. Gilt f € C°([a,b] x [c,d]), so hat man
N—_———

=

sesen ([ so)
:/yc</mf(x,y)dx>d

3. Berechne I(G)(= 3r) fiir G = {(x,y) | 1 < 2? +y? < 4}.
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36. Kurvenintegrale (Linienintegrale)

36.1. Definition Kurvenintegral iiber ein Skalarfeld

Im Folgenden ist G C R™ ein Gebiet und  die orientierte Bahn einer stiickweise glat-
ten Kurve, die in G verlduft. ¥ = #(t) € Cla,b], #(t) # 0 fir a < t < b, sei eine
Parameterdarstellung fiir .

Es sei f € C%G).

Definition.

/fds—/f ()]l dt

Bemerkung. 1. f=1: [ fds= Linge vony= L(7) (27.2).

2. fv f ds ist unabhdngig von der gewdhiten Parameterdarstellung, d.h. ist p= p(1), a <
T < 3, eine andere Darstellung fiir v, so gilt

[ rerana= [ s ar

3. Bezeichnet —~ die entgegengesetzt orientierte Bahn (etwa mit der Darstellung
pr) =7Fla+b—71)a <7 < b, wenn ¥ = 7(t), a < t < b, v darstellt), so

gilt
/_Vfds:/wfds

4. Es seien v1,79,... Bahnen von glatten Kurven mit: der Endpunkt von -y ist der
Anfangspunkt von vi11 (1 =1,2,...). Es wird definiert fir v =~y +vy2 +...:

/fds:i: fds
Y Vi

=1

(vgl. 27.3)
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s Y4

Y2

ga!

Abbildung 36.1.: Der Weg ~

5. Ist ¥ [a,b] — G eine geschlossene Kurve in G mit der Bahn vy, so schreiben wir

Afds:y%fds: ( b, %fds)

je nach Orientierung

36.2. Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld

Unter den Gegebenheiten aus 36.1 sei ¥ : R™ — R™ ein stetiges Vektorfeld auf G.

Definition.

Mit dem Tangenteneinheitsvektor T'(t) := #(¢)/||7(¢)|| und 36.1 kann man das auch so

schreiben:
/17- d§:/(17-f’)ds
¥ y

Beispiele. 1. Ist ¥ ein Kraftfeld, so gibt fWU- ds die Arbeit an, die gegen U verrich-
tet werden muss, um einen Massenpunkt auf v zu bewegen. Ist U ein elektrisches
Feld, so gibt das Integral eine Potentialdifferenz (Spannung) an (vgl. Beispiel 3.
im Anschluss)

2. (siehe auch 36.1, Bemerkungen 3.)

/ U-d§:—/17-d§
= ¥
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3. BEs sei f: G — R ein C'-Skalarfeld:

/ Vi ds= [(7(b) - f(7(a)
Y

36.3. Der GauBsche Integralsatz im R

Satz 1. Es sei G C R? ein beschrinktes Gebiet, das gleichzeitig vom Typ GN(‘”) und GW
ist. 0G sei bezogen auf G positiv orientiert und stiickweise glatt. Es seien G ein Gebiet

mit G C G und v = (1) € CY(G) ein Vektorfeld. Dann gilt:
$ 7 as= [ (Dros = D)) dloy) (@)
oG G

Bemerkungen, Beispiele. 1. Der Satz (G) gilt fiir Gebiete vom Typ G®) und G,

sowie fiir Gebiete folgender Form

Abbildung 36.2.: Gebiete, fiir die (G) gilt

und fiir Gebiete, die sich durch endlich viele Schnitte in derartige Gebiete zerlegen
lassen.

2. Es seiy durchr = ¢,0 < ¢ < w. Wobeir,¢ die Polarkoordinaten der (x,y)-Ebene
sind. Fir

3 y) = <x(w2 + y2)>

y(z* 4 y?)
ist fwﬁ' ds zu berechnen.

Zur Losung kann eine der folgenden Varianten angewendet werden:

a) Erginze v durch ~vi: 7(t) = (§), —m <t <0, zu einer geschlossenen Kurve.

Wende auf das durch ~v + v, berandete Gebiet den Satz an.
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b) Lése mit der Darstellung 7(¢) = <ﬁg?§$) , 0< ¢ < fiir~.

c) U ist ein Potentialfeld. Berechne ein Potential und lése.

3. Fir v(z,y) =(Y) iniy% (z,y) € R2\ {(0,0)}, und v = der positiv einmal durch-

T

laufene Kreis um O mit Radius 1: fﬁv v d§ = 2.
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37. Folgerungen aus dem GauBschen Satz,

36.3., aus (G)

37.1. Flacheninhalt von G

Fir v(z,y) = (7Y) liefert (G):

2 I(GQ) (Flicheninhalt von G) zﬁé v ds
oG

37.2. Der Stokessche Satz im R?

~ ~ ~ x(t
G, G C R? sei wie im Satz 36.3. ¥ : G — R3 sei aus C1(G), 0G : 7(t) = (;,Etg) Es gilt
0

//G(Vxﬁ)-é’gd(x,y):y%Gﬁ-dé’ ()

9386‘ U - d§ heiflt Zirkulation von U lings 0G.
37.3. Der Divergenzsatz im R>

wg(ﬁ?,y)

G, G seien wie vorher. @ = w(z,y) = (wl(x’y)) c CY(@).

Es sei N auf OG der fiir G dufere Einheitsnormalenvektor (ist {(s) = (;:8) der Tan-

tenteneinheitsvektor, so gilt N(s) = <f’;,)) Setzt man in (G) ¥ = (32), so geht (G)

iiber in
//V-wd(x,y)zgg @ - N ds (D)
G oG
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37.4. Die Greenschen Formeln im R2

G, G, seien wie vorher und f, g € C%(G) Skalarfelder.

Setzt man in (D) @ = gV f, so geht (D) iiber in die 1. Greensche Formel

yéGgDﬁfds = //G(gAf+vg V) d(z,y)

Vertauscht man hier f und g und subtrahiert von der 1. Greenschen Formel, so erhilt
man die 2. Greensche Formel

§éa<9Dﬁf— fDgg)ds //G(gAf— fAg)d(z,y)
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38. Potentialfelder

38.1. Definition: Potential, Potentialfeld

Definition. Fs sei G C R" ein Gebiet und ¥ : G — R" ein Vektorfeld. v heifit Potenti-
alfeld auf G, falls es ein diff ‘bares Skalarfeld f: G — R mit ¥ =V f auf G gibt. f heifit
Potential (Stammfunktion) fiir v.

Satz 3 / 31.4 besagt, dass ein Potential bis auf eine beliebige Konstante eindeutig fest-
liegt.

Satz 1. (Ist fiir n = 3 die Bemerkung in 29.3) Ist ¥ ein C*(G)-Potentialfeld, so gilt

Jy(Z) = J; (%), Teaq.

38.2. Der erste Hauptsatz fiir Kurvenintegrale

Satz 2 (1. Hauptsatz fiir Kurvenintegrale / 36.2 Beispiel 3). ¥ : G — R™ sei ein stetiges
Potentialfeld mit einem Potential f : G — R. Es seien 79,71 die Ortsvektoren zweier
Punkte aus G und v C G eine stiickweise glatte Kurve, die 7y mit 71 verbindet. Fs gilt

[ ds = f) - 56,
v
Satz 3. Fiir ein stetiges Vektorfeld ¥ : G — R" sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. v ist auf G ein Potentialfeld

2. Fiir je zwei Punkte 7,71 € G ist f7 U+ ds unabhdngig von der ro mit 7, verbindenen
stiickweise glatten Kurve v C G.

3. Fiir jede geschlossene stiickweise glatte Kurve v C G gilt 93,7 v-ds=0.
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38.3. Der zweite Hauptsatz

Definition (einfach zusammenhéngendes Gebiet). Ein Gebiet G C R™ heifst einfach
zusammenhéngend, wenn jede geschlossene, doppelpunktfreie Kurve in G stetig auf einen
Punkt in G zusammengezogen werden kann, ohne G zu verlassen.

(fiir Beispiele und Gegenbeispiele lese man nach bei Meyberg-Vachenauer Band I, Kap.8
oder/ und Burg, Haf, Wille Band IV, Kap. 1.6 )

Satz 4 (2. Hauptsatz fiir Kurvenintegrale). Fs sei G C R" ein einfach zusammenhdngedes
Gebiet und v : G — R" aus C'. Es gilt

¥ ist Potentialfeld auf G < J3(%) = J] (Z), 7 € G.

(2

In Beispiel 3., 36.3 gilt in G \ {(0,0)} Jz = JJ . ¥ ist kein Potentialfeld. G \ {(0,0)} ist

nicht einfach zusammenhéngend.

Bemerkung. Ist ¥ ein R™ ein Potentialfeld, so erhdlt man durch
1
f(@) :/ v(tx) - Zdt
0
ein Potential.

4xyz—2°—3y?

( 2222 —6zy+1 ) in R? ein Potentialfeld ist. Wenn
2a%y—2x2—2

ja, berechne ein Potential auf zwei Arten.

Zur Ubung untersuche, ob #(z,y, z) =

76



39. FLiachen im R?, Oberflicheninhalt,
Oberflachenintegrale

39.1. (siehe auch 30.7) Flachendarstellungen

N bezeichnet fiir die jeweilige Flidche einen Normaleneinheitsvektor.

o implizite Darstellung:

N7 VF(:ana Z)
F(l‘,y,Z) = 0, N(l‘,y,Z) = m
e cxplizite Darstellung:
. 1 le($7 y)

D2f($7 y)
1

z= f(f'?vy), N(x,y,f(:v,y)) = W

o Parameterdarstellung: ¥ = 7(u,v), 7: U C R? — R3 sei aus C*(U) mit rang (7 (u, v)) =
2. 7 heift glattes (regulires) Fliachenstiick in R3. Wir schreiben fiir #(U) auch F
und sprechen von der Fliache F'.

- _ Dy7(u,v) x Dar(u,v)

N(u,v) = — ~ , ,v) € U.
(u,v) | D17(u, v) x Dor(u,v) I (wv)
cos ¢ cos 6
Beispiele. 1. Durch 7(¢,0) = < sin¢cos9), 0 < ¢ <2m0 < 0 < 7/2 wird die
sin 6
Oberfliche der Halbkugel 2* + y*> + 22 =1, 2z > 0 beschrieben.
—u+2v
2. Durch #(u,v) = ( 3;—u—4$) ) wird kein Flichenstiick, sondern eine Gerade gegeben.

—zUV— u

39.2. Oberflachenintegrale

Gegeben ist F' durch 7= 7(u,v), (u,v) € U. 7 sei glatt.
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f:F — Rund @ : F — R3sind stetige Skalar-bzw. Vektorfelder. Die Oberflichenintegrale
tiber f und @ sind so definiert:

// fdo _// F(w,0)) | Da(u, ) x Dai(a, v d(u, v)
// @ 45— // (Dy(u,v) X D, v)) d(u, 0)

Fiir f =1 hat man in [[, do den Flicheninhalt von F:

~J] a0

do = ||D17(u,v) x Dor(u,v)|| d(u,v) heiit skalares Oberflichenelement der Fléche 7.
do = (D17 (u,v) x Dar(u,v))d(u,v) ist das vektorielle Oberflichenelement von 7.

Es gilt do= N do

Beispiele. 1. do fir z = f(z,y): do=+/1+ ||V f(z,y)|?d(z,v)

T COS ¢

2. do fiir ¥(r, ¢) = (rsion¢>>: do = rd(r, ¢)

cos ¢ cos O

3. do fﬁT F(qb, (9) =R <sin¢>cos€).‘ do = R? COSGd((Z), 9)

sin 6
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40. Variablensubstitution im Gebietsintegral

40.1. Die Transformationsformel

1;: U* c R? - R?
(&) — ¥(&n) = (u,v),

J(U*) =: U, heifit Parametertransformation, falls 1 € C2, injektiv ist und det q/_f’(g, n) =
D191 Datpg — Dipa Dotpy > 0 erfiillt.

Satz 1 (Variablensubstitution im Gebietsintegral). Es sei f € CO(U) und ¥ wie oben.
Dann hat man

//UW u,v) d(u, v) //*fﬁﬁndew(én) (&)

Man liest ab

//*detngn & n) ( // u, )

Beispiel. 4(r, ¢) = <”f9s¢> , det/(r,¢) = r. Es sei U = {(z,y) | 1 < 22 + 32 < 4}.

rsin ¢
Dann st

U'={(r,9)|1<r<2, 0<¢<2r}
und I(U) = ff:l f;lo rdedr.
Satz 2 (Invarianz von [[, do). Es sei J eine Parametertransformation wie oben. Ein

requlires Flichenstiick 7: U — R3 sei gegeben. Dann gilt fiir das requlire Flichenstiick
F=rou: U — R (F(U) = f(U") = F):

(] ao=) [ 100y x Dartu o) = [ 1DiE ) % Dot n)

Begriindung: Nachrechnen mit Kettenregel und Satz 1.
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40.2. Parameterdarstellung von Rotationsflachen

a(t)
0

2(t)
z(t) cos 0
entstehende Drehfliche hat die Darstellung 7(¢,0) = <m(t) sin9> ,a<t<bh0<O<2rm
2(t)
Beispiele. 1. Kugel um 0 mit Radius R erhdlt man mit x(t) = VR? —t2, 2(t) =
t, —~-R<t<R.

Die glatte Kurve 7(t) = < ) , a <t <bmit z(t) > 0 rotiere um die z-Achse. Die

2. 0 < b < a. Den Torus erhdlt man mit x(t) = a + bcost, z(t) =bsint, 0 <t <27

Ubung. Berechne den Inhalt der Kugeloberfliche und der Torusoberfliche.
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41. Der Stokesche Integralsatz im R*

41.1. Die Voraussetzungen

(V1) Es sei 7 : U* C R? — R? ein regulires Flichenstiick. Es gelten ¥ € C2(U*), 7
injektiv. F* := 7(U*).

(V2) U C U* sei ein Gebiet mit einer stiickweise glatten geschlossenen positiv orientier-
ten Jordankurve als Rand. F' := 7(U). OF = r(0U) ist dann eine stiickweise glatte
geschlossene Jordankurve.

(V3) f: F* — R? sci cin stetig diff bares Vektorfeld.

41.2. Der Stokessche Integralsatz im R?

Unter den vorher formulierten Bedingungen (V1), (V2), (V3) gilt

éFf~fds:§éFf-d§://F(Vxﬂ- // -Ndo

41.3. Bemerkungen zu N und T und ihre gegenseitige
Abhadngigkeit

1. Hat OU die Darstellung w(

Z > a <t < b, so hat F die Darstellung
p(t) = 7(wW(t)), a <t <b, womi =

(t) = p'(t)/11p'(t)]] festliegt.

N im Satz hat dann die Richtung von Dy#(u, v) x Dai(u,v), (u,v) € U*.

tf

2. In P € OF wihle in der Tangentialebene an F* die fiir F' &uflere Einheitsnormale
77 auf OF. N hat dann die Richtung von 7 x T
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Abbildung 41.1.: Normalenvektor N

41.4. Beispiel

Mit h(z,y,z) = 2® —y* + 2%, g(a,y,2) =z +y + 2z und F = {(z,y,2) | 2* + > + 2° =
1, z> 0} ist J := [[n(Vh x Vg) - N do zu berechnen, wobei N die Einheitsnormale auf
F ist, die nichtnegative z-Koordinate besitzt.
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42. Volumenintegrale

42.1. Definitionen

Es sei G C R? ein beschriinktes Gebiet der folgenden Form

G = {(l’,y,Z) | g(x,y) <z< h(l‘,y), ('T’y) € GO}

wobei G ein einfach zusammenhéngendes Gebiet in der (z,y)-Ebene mit stiickweise
glattem Rand ist. g und h sind aus C*(Gyp). (G heiBt in 2-Richtung projizierbar)

Fiir f € C°(G) (Skalar- oder Vektorfeld) wird definiert:

i (1 sem) e

Analog fiir in z-Richtung, bzw. in y-Richtung projizierbare Gebiete (permutiere oben
x,y, z entsprechend).

Hat G die Form: G = {(z,y) | u(z) < y < v(x), a < x < b} mit u,v € C*[a, b], so wird

//Gde = /; (/y:(:z) </ZZ:) f(z,y,2) dz> dy) dx (1)

S [ f@w2) ).

Gebiete GG, die nicht zu einem dieser projezierbaren Bereiche gehoren, werden (sofern
moglich) in derartige Gebiete zerlegt. Die einzelnen Integrale werden dann zu [[f, auf-
summiert.

Beispiele. 1. I(G)(= Volumen von G)= [[[,1dr.
Beispiel. Ist P die Pyramide mit den Eckpunkten (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),

so erhdlt man

o= ([ (L) ) o
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2. G habe die Form wie fiir (1) verlangt. Es sei xo € (a,b) beliebig.
v(zo) h(zo,y)
a(zg) = / / dz | dy
y=u(zo) \/z=9(z0,y)
gibt den Flicheninhalt von G N {x = xo} an. Es gilt somit (vgl. mit (1)):
b
I(G) = / a(r)dx (Satz von Cavalieri)

a) Im Beispiel der Pyramide ist a(z) = (1 — x)%/2.

b) Rotiert {(z,y) |0 <y < f(x), a <z <b}, feC%a,bl} um die z-Achse, so
entsteht der Rotationskorper Gyop. Hierbei ist a(z) = 7f(x)?, also I(Grot) =
b 2
m [ f(x)*da.
Beispiele (hierzu). e Volumen von {(z,y,z2) | 2% + y* + 22 < R?}. Mit
f(z) =VR? - 22, —R <z <R, erhdlt man I = 4/37R3.

e Torusvolumen: Rotation von {(z,y) | 2+ (y — b)? < a®} um die x-Achse

(0 <a<b), so folgt mit f15 =b+Va? —x?
I(Torus) = 77/ (f2(z) — f3(z))dz = 2n%a®D
3. Berechne J = [[[, zd(z,y, 2) fir K = {(z,y,2) | #*/a*+y*/b*+2%/c* < 1,2 > 0}
(a,b,c > 0 konst)
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43. Substitution im Volumenintegral

43.1. Erinnerung an n =1, n =2

n = 1: HMI Substitutionsregel fiir Integrale

n = 2: Satz 1 40. Kapitel

43.2. Substitutionsregel fiir n = 3

G, G* sind beschriinkte Gebicte im R3. Es sei f € C%(G) und beschrénkt. ¢ : G* —

—

G, ¥ n, Q) = (}:) sei C!, injektiv mit detJ’(f,n, ¢) # 0 fir (§,n,¢) € G*. Es gilt:
d = o det ¢’ d
I Svwrarw = I (7 odEn ) deni¥iEn a0

43.3. Beispiele

(b € R?, konst) mit ¢/(£) = A gibt der Satz 43.2

%(G*) f(id) di = //G* FAE +b)| det A|dE

Fiir f = 1 besagt dies: I(G) = I(1)(G*)) = | det(A)|I(G*). Ist 4 eine Bewegung
(|det A| = 1), so heifit das: Das Volumen eines Korpers ist bewegungsinvariant.
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2. Integration rotationssymmetrischer Funktionen 0 < ry < ro: f @ [ri,72] — R sei
stetig. ||Z]|? = 2% + y? + 22. Es gilt

///mﬁ”fﬁrz JUFaz=dr /12 rrydr
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44. Der GauBsche Integralsatz in R’

44.1. Der GauBsche Satz

Es sei G C R3 ein beschrianktes Gebiet, das sich durch endlich viele Schnitte in Bereiche
zerlegen lésst, die gleichzeitig in z-, y-, 2-Richtung projizierbar sind. Die Oberfliche 0G
von GG bestehe aus endlich vielen geschlossenen stiickweise glatten Flichen. N bezeichne
den Normalenvektore der Linge Eins auf 0G, der ins duflere von G weist. ¥ sei ein in
einer Umgebung von G definiertes C'-Vektorfeld. Es gilt:

//Gv-ﬁdT://aGﬁ-Ndo (1)

Fluss von ¢ durch
OG nach Auflen

44.2. Beispiele

1. Genau wie in 37.4 erhilt man mit Skalarfeldern f,g € C?(G) aus (1) mit 7 = gV f
die Greenschen Formeln

//BGQDﬁdeZ///G(gAijvg,vf)dT’
//E)G(gDﬁf_fDﬁg)doz///G(gﬁf—ng) do.

2. Fiir 7 € C%(G) N CHG) gilt wegen V - (V x v) =0 und (1)

//QG(an)-dazo

Ubung. Versuche, dies Ergebnis mittels des Stokesschen Satzes zu begriinden.
Warum ist dies dann ein besseres Ergebnis?

3. Setzt man in (1) ¥ =7 = <§>, so folgt wegen V - =3

I(G) ( = Volumen von G) :;// Z-Ndo
oG
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Ist speziell G = {Z € R? | ||Z|| < R} und rechnet man mit Kugelkoordinaten, so
folgt leicht I(G) = 4/3wR3.

. Es sei G C R3 ein Gebiet, auf das der Satz 44.1 anwendbar ist, und es gelte 0 ¢ 0G.

Dann gilt
// ) 4n, falls 0eqG
oG Hx\l?’ )0, falls0¢G.
Man benétigt (siche auch 29.2) V - Z/||Z||> = 0 fiir Z # 0. Gilt 0 € G, so wird (1)

mit 7 = 7/||Z|® angewendet mit G \ B(0,¢) anstelle von G, wobei ¢ > 0 so klein
ist, dass B(0,¢) C G gilt. (Warum ist das moglich?)
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Teil 1.

Komplexe Analysis und
Integraltransformationen
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1. Differenzieren im Komplexen, Die
Cauchy-Riemann Differentialgleichungen
(CR-DGLnN)

1.1. R2=C

Wir werden hiufig den R? mit C identifizieren, d.h. ausnutzen, dass die Zuordnung
C — R?
= (In)

eine bijektive (lineare) Abbildung ist.

Wir schreiben z.B. wahlweise G ist Gebiet in R2 oder in C.

Beispiel. Mittels dieser Zuordnung wird dem Produkt der komplexen Zahlen &€ = a +
ib,z =z +1iy (a,b,x,y € R) das Element (‘Z _ab) (7)) € R? zugeordnet.

1.2. f:G—>Cund f:G— R?

Es sei G C C ein Gebiet und f : G — C, w = f(z) eine Funktion. Setze

u(z,y) == Re (f(z +iy)),

v(z,y) == Im (f(z + iy)) ((z,y) € G)

Wir ordnen f das Vektorfeld f: G — R? mit

fla,y) = <u(x’y)> . (w,y) €@

v(z,y)

ZU.

Beispiele. 1. f(z) — % — _‘(Sﬂ,y) _ (ewcosy)
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2 f(z) =22 = flay) = (50

5. $(2) =sin(z) — fle.y) = ()

1.3. Holomorphie, Die CR-DGLn

Die komplexe Funktion f: G C C — C heifit in 29 € G diff ‘bar, falls
1o 1) = £(z0)

Z—20 z — ZO

existiert. In diesem Fall wird der Grenzwert durch f’(z9) bezeichnet und die erste Ab-
leitung von f in zy genannt.

Bemerkungen. 1. Ist f in 29 diff ‘bar, so ist [ in zg stetig.

2. Die aus dem Reellen bekannten Regeln wie z.B.: Produktregel, Quotientenregel,
Kettenregel, Differenzieren von Potenzreihen: gelten wartlich hier in diesem allge-
meineren Rahmen.

3.
Definition. f heifit in zg € G holomorph, falls f in einer Umgebung von zg
diff ’bar ist. f heifit holomorph in G, falls f in jedem Punkt z € G holomorph ist.

Setzt man die (reelle) Diff’barkeit von f(z + iy) als Funktion von x und y in Beziehung
zur Diff’barkeit von f(z), so erhélt man:

Satz 1. Es seien G C C (R?) ein Gebiet und u,v : G C R? — R gegebene Funktionen.
Definiert man w = f(z), z € G durch u(z,y) = Re f(z + 1y), v(z,y) = Im f(x + iy),
(also f =u+iv), so gilt:

f:GCC— Cistin G holomorph

=

u,v sind in G diff ’bar, und es sind die Cauchy-Riemann DGLn

Dlu(xv y) = DQU(xv y)

D2u($7 y) = _Dlv(xa y)

erfillt

(z,y) € G

Dann gilt f'(x +iy) = (Diu)(x,y) + i(D1v)(z,y).
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1.4. Folgerungen

1. f:G CC — C seiin G holomorph. Mit f = (%) (siche oben 1.2) gilt

det f'(z,y) = |f'(x +iy)*, (2,y) € G.

2. Ist f = w + iv im Gebiet G holomorph, so gilt Vu(z,y) - Vu(z,y) = 0. (Die
Kurvenscharen u(x,y) = konst und v(x,y) = konst sind zueinander orthogonale
Scharen)

3. Holomorphe Funktionen und harmonische Funktionen: v € C?(G) mit Au(x,y) =
D3u(z,y) + D3u(z,y) =0, (z,y) € G, heiit harmonisch in G.

Wir verwenden im Vorgriff auf noch zu Begriindendes, dass gilt: Ist f in G holo-
morph, so ist auch f’ in G holomorph. Daraus folgt: u = Re (f), v = Im (f) sind
aus C(G).

Satz 2. Ist f : G C C — C mit u = Re(f) und v =1Im(f) in G holomorph, so
sind u und v in G harmonisch.

Satz 3. (vgl. Satz 4 / Kap. 38) Es seien G C C ein einfach zusammenhingendes
Gebiet und u eine in G harmonische Funktion. Dann g¢ibt es eine Funktion v :
G — R derart, dass f = u + v in G holomorph ist. (eine solche Funktion v ist
harmonisch (Satz 2): sie heifit auch zu u konjugiert harmonisch).

Beispiel. u(z,y) = 22 —y?—y. f(2) = 22+iz+ia (a € R) mitv(z,y) = 2zy+r+a.
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2. Schlichte Funktionen. Der komplexe
Logarithmus. Wurzeln

2.1. Schlichtheit

f:G— C, w= f(2) heiBBt schlicht auf G, falls f auf G holomorph und injektiv ist.

Beispiele. 1. w = f(z) = 22 ist auf G1 = {# | 0 < arg(z) < 37/2} nicht schlicht, da
fir z1 = e/t und zo = €57/4 gelten: z1,20 € G, 21 # 20 und z% = z% (=1).

2. w= f(z) = 2% ist auf Go = {z | Im (z) > 0} schlicht.

3. w=f(z) =¢ ist auf (a, 3 € R) P:={z2€ C|a<Im(z) <a+ [} genau dann
schlicht, falls 0 < 8 < 2w erfillt ist.

2.2. Schlichtheit der Umkehrfunktion einer schlichten Funktion

—

(Umformulierung des Satzes 1, Kapitel 33, fiir f = (¥) auf f = u + iv)

Satz 1. f: G — C,w = f(z) sei schlicht auf dem Gebiet G. Dann gelten: f(QG) ist ein
Gebiet, die Umkehrfunktion g(= f='): f(G) — G ist schlicht und es gilt

, _ 1
() = Fotw)y

Bemerkung. Aus ,f schlicht auf G folgt f'(z) # 0Vz € G. Aber: Aus ,f'(z) #0,Vz €
G* folgt i.A. nicht: f schlicht auf G. Beispiel?

w € f(G)
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2.3. Der komplexe Logarithmus

Es sei a € R beliebig, fest und k € Z. Definiere

Pop={2€Cla+2kr <Im(z) <a+2(k+1)r}
Co={2€C|2z#0,a <arg(z) < a+2r}
=C\{z|z=rer>0}

Satz 2. a, k seien (wie oben und) beliebig, fest. Es gelten:
exp: Py — C,
st schlicht und surjektiv.
Satz 3. Fiir jedes a € R und k € Z wird durch
w = log(z) := In|z| + i(arg(z) + 2k7), 2z #0,a <arg(z) <a+ 27
die Funktion log : Co, — P, 1, mit exp(log(2)) = 2z, z € Cq, definiert.

Da exp auf P, j schlicht ist und exp’(z) = exp(z) gilt, ist nach Satz 1 log schlicht, und
es gilt

1
log/(2) = —.
og (2) = ~
Dies kann man fiir w = log(z), z € C_,, k =0 (z.B.) explizit nachrechnen.
Hierbei sind die CR-DGLn in Polarkoordinaten niitzlich:

Ist f(re'®) = u(r, ¢) + iv(r, ¢) holomorph, so gelten

TDIU(T, ¢) = DQU(rv ¢)
Dou(r,¢) = —rDyv(r, ¢)

Bemerkung. Wdhit man in Satz 3 « = 0,k = 0 oder « = —m, k = 0, so nennt man
diese Logarithmusfunktion(en) Hauptzweig des Logarithmus.

2.4. Potenzen, Wurzeln

Es seia € C.
Definition.
20 = e0loslx) e,

G ist ein Gebiet, in dem log definiert ist. Also etwa z # 0,—m < arg(z) < (z € C_;)
oder z # 0,0 < arg(z) < 27 (z € Cy)
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Es sei z.B. z € C_. Fiir jedes k € Z wird durch

20 = eallnlzl¥iarg(z)+i2km) o C__

die holomorphe Funktion (z%), definiert. Fiir (2%)o, fiir den Hauptzweig von 2%, schreiben
wir 2% Mit a = 1/n, n € N, sind

(V2), = W@i(%(zu_%%), k=0,1,...,n—1

fiir z € Cy (oder C_;) die n verschiedenen Losungen w der Gleichung w" = z (Vergleiche
mit 6.4).

Vorsicht mit aus dem Reellen bekannten Regeln zum Rechnen mit Logarithmen und
Potenzen. Diese sind — ohne genaue ,,Zusatzbetrachtungen® — i.A. falsch:

Beispiele. 1. log(z122) = logz1 +1log 22 “: Ist log(z) = In|z| +iarg(z), z #0,—7 <
arg(z) < 7, so gilt log(i(—1 + 1)) = Inv/2 — i3w/4, aber logi + log(—1 + i) =
In /2 + 57 /4.

2. Jog(z%) = alog(z)“: Mit log(z) = In|z| + iarg(z), z # 0,7/2 < arg(z) < 5m/2
wiirde man erhalten: i = log(—1) = 1/4log(—1)* = 1/4log(1) = in /2 !

95



3. Komplexe Kurvenintegrale

3.1. Das komplexe Kurvenintegral

G C C ist ein Gebiet und v : £ = 2(t) = x(t) +iy(t), a <t < b,z € Cl[a,b],2'(t) # 0 fiir
a <t < b (bis auf hochstens endlich viele t), z(t) € G fir a <t < b: ist eine Kurve in G.
f:G—C, f=u+1iv, ist eine auf G definierte stetige Funktion.

Definition.

/7 fle)de = | " Fee) () dt = A (_“v> ds+i /y (u> ds

3.2. Beispiele

Loy:z(t) =€ 0<t<m/2. f,ygzdﬁzl—f-i

2.

17§ & 1, k=
27 Jig_g=r (E—a)f )0, k#1,keZ
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4. Der Cauchysche Integralsatz, Die
Cauchysche Integralformel

4.1. Erinnerung an Kap 38

4.2. Der Integralsatz von Cauchy

Es sei f holomorph im einfach zusammenhingendem Gebiet G C C. Dann gilt fiir jede
in G verlaufende stiickweise glatte geschlossene Kurve ~:

;éf(&)dfzo

Zur Begriindung verwende Definition 3.1 und, dass fiir f = w4+ ¢v holomorph die Felder
(%) und () Potentialfelder sind.

4.3. Folgerungen

Wir verwenden die folgende Bezeichnung. Ist v eine geschlossene positiv orientierte Jor-
dankurve, so bezeichnet int(y) das Gebiet, das beschrénkt ist und « als Rand hat.

Folgerung (aus Satz 4.2). Es seieny, 71, ..., Ym geschlossene positiv orientierte stickweise
glatte doppelpunktfreie Kurven mit

v Cint(y) (7 =1,...,m) und int(yx) Nint(y) =0 (k #1).

Dann gilt:

Prerac=Y ¢ read

il k=1"Y"Tm
falls alle Kurven ~,v1,...,7vm und die Punkte zwischen v und den Kurven ~yi(k =
1,...,m) ganz in einem Gebiet liegen, in dem f holomorph ist.



4.4. Bemerkung

(4.3 mit m = 1 und ~,y; konzentrische Kreise) f : G — C sei holomorph im Gebiet C.
Der Kreisring {z | r < |z — 20| < R} liege in G. Es gilt:

56 £(6) de = £(6) de
|§—z0|=r |€—z0|=R

4.5. Beispiele

1. (3.2, 2)) « sei geschlossene doppelpunktfreie positiv orientierte Kurve. Es gelte
a € int(y). Dann hat man

d¢ ) 2mi, k=1
y%(fa)’“_{o, pp1EP

2. v sel positiv orientierte geschlossene doppelpunktfreie Kurve mit {0,1} C int(7y).
Es gilt

y§(25 S/ — &) dé = dri.
Y

Schreibe
20—-1 1 1

e et

SchlieBe 0 durch 7 und 1 durch ~, ein mit inty; Nint v2 = § und vy C int(7y), v2 C
int(y). Verwende 4.3, 4.2 und 4.5,1).

4.6. Die Integralformel von Cauchy

Es sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine holomorphe Funktion. v C G sei eine
stiickweise glatte doppelpunktfreie positiv orientierte geschlossene Kurve mit int(y) C G.
Dann gilt

f(z)= ;riygff(—g?zdf’ z € int(7).
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Zur Begriindung: Es sei z € int(y). Wéhle p > 0 so klein, dass {£ | [£ — z| < p} C int(7y).
Mit 4.3 (m = 1) gilt:

L rfe 1 f€)
M%f—zdg_wﬁd:pf—zdf

— L f(z) dé + i M de¢
20 Fesp €= 2 M e, E-%
f(2) (3.2,2) —0(p—0)

Beispiel. Behandle Beispiel 4.5,2) mit 4.6.
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5. Die Laurent-Entwicklung,
Potenzreihenentwicklung

5.1. Bezeichnungen

S ore oo He(= Z,;:l_oo Wi+ D peo ok = D pey Mk + Y peo M) @St konvergent (gegen L),
wenn » ;2 fi—p und > 72 fix, konvergieren und

o o
Z p—k + Z pre =L
k=1 k=0

gilt.

5.2. Die Laurententwicklung

Satz 1. Es seien 1/Ry der Konvergenzradius der Reihe Y re, a_w® und Ry der der
Reihe Y 32 axw®. Dann gelten:
1. f(2) = 32020 ag2® ist konvergent fir alle z mit Ry < |z| < R

2. Gilt Ry < Rg, so ist f im Kreisring A = {z | R1 < |z| < R2} holomorph.

Satz 2 (Die Laurententwicklung). Ist f holomorph in A = {z | Ry < |z — 20| < Ra},
dann besitzt f(z) fir z € A die eindeutige Darstellung

+o0
f2)= Y ar(z—z2)"
k=—0o0
mit
_ L O
T o ¢—zol=p (£ = zo)k ! a

Hierbei ist p eine beliebige Zahl mit R < p < Rs.
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5.3. Die Taylorentwicklung

Satz 3 (Taylorentwicklung). (Setze in Satz 2 R1 =0) Ist f in D ={z | |z — 20| < Ra}
holomorph, so gilt

f(z) = iak(z — zo)k, z€D,
k=0

1 1 f(€)
= /" = ———d¢, k=0,1,2,...
=R (z0) 27i ﬁé—zOI:p (€ — 2)FH1 3 0,1,2,...,0<p < Ry

Folgerung. Fine holomorphe Funktion ist in ihrem Definitionsbereich beliebig oft diff ‘bar.
Folgerung. Ist f holomorph auf {z | |z — 20| < Ra}, so gilt fiir p mit 0 < p < Ra:
k! f(€)

e e e

F®(z0) A6, k=0,1,2,...

5.4. Beispiele

1. Entwickle f(2) =1/((z —1)(z —2)) um 29 =0 in
a) |z| <1
b) 1< |zl <2
c) |z| >2
2. Gib die Reihe fiir f(z) =1/((z —1)(z —2)) um 29 = 1 an, die in
a) in 3/2
b) in 5/2

konvergiert. (Gesucht ist bei a) die Laurentreihe um zp =1in 0 < [z — 1| < 1 in
b) dieum zp =11in [z — 1] > 1)

3. fiej—s ef/ehde = i /3
4. gﬁng e¢/(€ +2)3d¢ = Tie?

Antwort zu 2)
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a) f(z) =—1/(z = 1) = iZo(z — 1)
b) f(z) =2 Zo(z —1)7F2
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6. Isolierte Singularitaten

6.1. Definition

f hat in 2z eine isolierte Singularitit, falls f in {z | 0 < |z — 29| < R} (fur ein geeignetes
R ) holomorph ist, aber nicht in {z | |z — 29| < R}

6.2. Die verschiedenen isolierten Singularitaten

Es sei zg eine isolierte Singularitéit und

f =3 (z‘i;jo)k +5 an(z — z0)F
k=

1

die Laurent-Reihe in 0 < |z — 29| < R.
zo heiflt hebbare Singularitdt, falls a_p =0, k=1,2,...
29 heiflt Pol der Ordnung p € N, falls a_, # 0 und a3, = 0 fiir £ < —p.

zo heilt wesentliche Singularitit, falls ay # 0 fiir unendlich viele Indizes k < 0.

6.3. Beispiele
1. zo = 0 ist fiir f(z) = 1/sin(1/z) eine nichtisolierte Singularitét (als Limes der
isolierten Singularititen z, = 1/(k7), k=1,2,...)

2. f(z) =sin(z)/z hat in zp = 0 eine hebbare Singularitét:

B Sil;Z’ 27&0
- {7

ist {iberall holomorph.
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3. f(2) = == hat in zy = 0 einen Pol 1. Ordnung.

sin(z)

4. f(z) = exp(1/2) = 322 1/ (k2% hat in 29 = 0 eine wesentliche Singularitit.
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7. Der Residuensatz

7.1. Res(f;z0): Residuum an einer isolierten Singularitat z; von

f

zo sei eine isolierte singulére Stelle von f und

—+00

fz)= > ar(z—2)"

k=—o00
die Laurententwicklung von f um zg in {2z | 0 < |z — 29| < R}.
Definition.
Res(f;20) == a—1

Ist v eine geschlossene doppelpunktfreie zp umlaufende Kurve in 0 < |z — 29| < R, so
gilt

Res(f; 20) = —— yﬁf(&) de

21

Satz 1. Hat f in zg einen Pol der Ordnung p, so gilt

lim DP7((z — 20)"f(2))

RGS(f§ ZO) = (pjl)l z—20

Im Faoll p =1 besagt das:

Res(f;20) = (2 — 20)f(?)].—.,
Satz 2. g, h seien holomorphe Funktionen mit g(z9) # 0, h(zo) =0, h'(z0) # 0. Es gilt

e (210) - 22

(Die Vor besagt, dass g/h in zy einen Pol 1. Ordnung hat)

Beispiel. f(z) = 1/(1+2") (n € N) hat die Polstellen z;, = exp((in+i2(k—1)m)(1/n)), k =
1,...,n. Sie sind alle von 1. Ordnung. Es gilt Res(f; zx) = —zi/n, k=1,...,n.
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7.2. Der Residuensatz

Es sei f bis auf isolierte Singularititen im Gebiet G holomorph. v C G sei eine po-
sitiv orientierte doppelpunktfreie geschlossene Kurve, die endlich viele Singularitéten
21, - .., 25 umschlieft und selbst durch keine Singularitit verlauft. Es gilt dann

S
jéf(z) dz = QWiZRes(f;zk)
v k=1

Satz 3. R = R(z,y), z,y € R, sei eine rationale Funktion in xz,y. Es sei g(t) :=
R(sint,cost) stetig fir 0 <t < 2m. Definiere

2 1 ,2
f(z)::,1R<Z 1’2 —|—1>.

(¥ 21z 2z
Es gilt
2
R(sint,cost)dt = y§ f(z)dz
0 |2|=1
Beispiel. I = £ [" dt R—ﬁ’ laf <1
eispiel. _Effﬂm(ae ) = _1 la| > 1
a2—1" a

Satz 4. Es sei G C C ein Gebiet mit {z |Imz >0} C G. f : G — C sei holomorph bis
auf hochstens endlich viele Polstellen, von denen keine reell ist. z, k =1,...,5 seien
die Polstellen mit Im z, > 0. Es sei

lim / f(ReMRe™ dt =0
0

R—o0

erfillt. Dann gilt

R S
lim /_Rf(:c) dz = ’;Res(f;zk)

R—o00

Beispiel. [* dz/(1+z*) =7v2/2.
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8. Die Laplace Transformation. Definition

8.1. Die zuldssigen Funktionen Z

Definition (der fiir das folgende zulissigen Funktionen Z). f € Z <
1. f:R—=C, f(t)=0 firt<DO0.

2. f,f' sind stetig bis auf Sprungunstetigkeiten. In jedem endlichen Intervall gibt es
hdchstens endlich viele Sprungstellen.

3. f ist fiir t — oo hdchstens von exponentiellem Wachstum: es gibt eine reelle Kon-
stante o derart, dass

[f() < Me™, t>0 (E)
erfillt ist. M ist eine geeignete Konstante.

Bemerkungen. 1. Sind f,g € Z und o, € C, so ist auch af + g € Z. (Z ist ein
komplexer Vektorraum mit + (Addition von Funktionen) und der iblichen skalaren
Multiplikation bei Funktionen)

2. Gilt (E), so gilt (E) fiir alle o' > o. Die kleinste Zahl oo mit: (E) gilt fiir jedes
o > og heiffit der Wachstumskoeffizient von f

3. Fiir f(t) = exp(exp(t)) oder f(t) = exp(t?) ist (E) nicht erfiillbar.

8.2. Beispiele

1, t>0
1. h(t)=4 > =  (Heavyside Funktion) h € Z, o9 = 0.
0, t<0

2.neN f(t)=h()t", feZ, 00 =0

3. f)=ht)e? (acC,a=a+ifB,a,€R) fE€Z, 09 =a
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8.3. Das Laplace Integral

Satz 1. Es set f € Z mit dem Wachstumskoeffizient og. Es sei s = 0 + iw, o,w € R.
Dann ist

F(s) = / T et de (1.1)

0

absolut konvergent fiir alle s € C mit Re (s) > 0.

8.4. Die Laplace Transformation

Die hierdurch fiir s mit Re(s) > og definierte Funktion F' heit die Laplace Transfor-
mierte von f. Hierfiir schreiben wir auch

F(s) = L(f)(s)
oder mittels des Doetsch Symbols in der folgenden Form

f(t)o—eF(s).

Die Zuordnung f E F heifit Laplace Transformation. L ist linear:

Llaf +Pg) = aL(f) + BL(g), f.g€Z,a,0€C
Beispiele. 1. L(h)(s) = H(s) =1/s, Re(s) > 0. Das wird auch so geschrieben:

ol (Re(s) > 0)

S

2. fult) = h(t)t", n € N.

n!

h(t)t"o—e proes

(Re(s) > 0)

3. f(t)=h(t)e® (a € C,Re(a) =a)

h(1)eo—e- . ~ (Re(s) > a)

4. (w€R)
h(t) sinwt0—082:_jiw2 (Re(s) > 0)
h(t) coswtO—Oﬁ (Re(s) > 0)
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5. Es sei f : R — C wie folgt gegeben:

f(t)=0, t<0
f=ft) 0<t<T
f@)=ft+T), t>0

(Das ist die T-periodische Fortsetzung von f [0,T] auf [0, c0])
Satz 2.

1 T
F(s) =t /0 =St F(8) dt

Testen Sie die Formel mit f(¢) = h(¢)sinwt. (oben Beispiele 4.)
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9. Analytische Eigenschaften der Laplace
Transformierten

9.1.

Satz 1. Es sei F' die Laplace Transformierte einer Funktion f € Z mit dem Wachs-
tumskoeffizienten og. Dann ist F holomorph in der Halbebene {s € C | Re(s) > o¢}. Es
gilt

F'(s) = /OOO —te SUF(t) dt,
d.h.
—tf(t)o—eF"(s),

falls f(t)o—eF(s).

9.2.

Satz 2. Ist f € Z, so gilt lims_,o F(s) = 0, wobei s — oo in dem Sinn zu verstehen ist,
dass Re (s) — oo gilt.

9.3.

Satz 3. Aus f1, fo € Z und L(f1) = L(f2) folgt f1(t) = fa(t) fiir alle t, in denen f1 und
fo stetig sind.

Bemerkung. Zwei Funktionen aus Z, die sich hochstens an thren Unstetigkeitsstellen
unterscheiden, werden als gleich definiert.

Der Satz vorher gibt dann eine eindeutige Zuordnung

F(=L(f)—f
L(Z)—Z
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Diese Zuordnung heifit die inverse Laplace Transformation. Sie wird durch L~ bezeich-
net: L7X(F) = f, falls L(f) = F.

9.4. Beispiel

Aus f stetig fiir t > 0 und f, f' € Z und f(t)o—eF(s) folgt
f'(t)o—esF(s) — f(0+) (*)

Hiermit kann das Problem

1 1 1
Y(S):s(s—l)zs—l_g

Mit Satz 3 und e*’o—e1/(s — a), lo—e1/s (8.5) folgt

y(t)=¢e" -1, t>0.
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10. Regeln zum Rechnen mit £

10.1. Ahnlichkeitstransformation
f(t)o—eF(s), ckonst >0, fe Z

G

10.2. Verschiebungssatz

f€eZ, f(t)o—eF(s). Es gilt fiir jedes T' > 0:

J(t = Tyo—ee ™" F(s)

Beispiel. A >0, konst. f(t) =nA, (n—1)T <t<nT, n=1,2,..., f(t)=0, t <O0.
A 1

10.3. Dampfungssatz

Mit f € Z,00 € R,a € C und f(t)o—eF(s), Re(s) > oy folgt

e f(tyo—eF (s —a) (Re(s) > op+ Re(a))

10.4. Differentiationssatz (im Urbild)

Es sei f fiir t > 0 n-mal diff’bar, £(f(™)(s) existiere fiir s = o9 > 0. Dann konvergiert
L(f)(s) fir s = 0p, es existieren

Jim f8(t) = FO0+) (k=0,....,n-1),
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und es gilt

fiir s = 0p und s mit Re (s) > oy.

Begriindung mit 9.4 (*) (n = 1) und vollstéindiger Induktion

Beispiele. 1. sinwt ist die Losung des Problems

y'(t) +wiy(t) =0, t>0
y(0) =0, (weR)
y(0) =w
Fiir Y = L(y) folgt: s*°Y (s) —w + w?Y(s) = 0, oder:
w
V(s)= ——
(s) 52 + w?

2. neN, t>0 Fir f(t) =t" gelten f(t) =n! und f*)(0+) =0, k=0,...

n!

= L(f™M)(s) = S = 5L
n n!
=1 O—oanrl

10.5. Differentiation im Bild

(1) f(t)o—eF™(s)

Beispiel. Mit e%'o—e1/(s — a) folgt

" at n!
€ e (s — a)n+l
10.6. Integralsatz (fiir das Urbild)
' F(s)
T)dr
| s .
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11. Das Anfangswertproblem fiir die lineare
gewoOhnliche Differentialgleichung
2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

11.1. Prolemformulierung, Ubertragen in den Bildraum

a,b, c,yo,y) sind gegebene Konstanten, f = f(t) € Z ist gegeben.
Gesucht ist y = y(t) mit
ay”(t) +by'(t) + cy(t) = f(t), t=0
(P)

Es sei Y(s) = L(y)(s), F(s) = L(f)(s). Wende £ auf (P) an. Man erhélt:

as+b N a - F(s)
a82+b8+6y0 (l82+b8—|-6y0 as? 4+ bs + ¢

Y(s) =

11.2. L6sung des Problems aus 11.1

Mit
as+b
to—077
1 (t) as? +bs+c
a

t)o—e————— und
va(t) as® +bs+c

F(s)
tjo—e—M -
u(®) as?+bs+c
erhélt man als Losung von (P):

y(t) = your (t) + yoy2(t) + yp(t)
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12. Die Faltung (zu y, in 11.2)

12.1. Faltungssatz

Fir f,g € Z ist

(f*g)( / f(r)g(t —71) t € R,
ebenfalls aus Z. Es gilt
L(f*g) = L(f)L(g)-
Bemerkungen. 0. f*g heiffit Faltung von f und g.

1. Es gelten

fxg=gx*f
(f*xg)*p=fx*(g*p)
fx(g+p)=f*g+[fxp
2. Es gilt i.A. nicht f+1 = f und f* f = f2. f« f kann negativ sein.
Beispiele. a) Berechne 1 %1 und mit f(t) = t2, g(t) =1 die Faltung f = g.

b) Es sei f(t) = cost. Diskutiere f x f.

12.2. y, aus 11.2

Es ist (11.2)
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12.3. Beispiel

w r w
s2+wls+a  (s2+w?)(s+a)

0?7 (w,a€R)

Mit w/(s% + w?)e—osinwt := u(t), 1/(s + a)e—oe= =: v(t) folgt

asinwt — w coswt + we™

o? 4+ w?

f@t) = (uxo)(t) =
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13. Ricktransformation rationaler
Funktionen. Zur Partialbruchzerlegung
(PB2)

13.1. Die Partialbruchzerlegung

Es seien p und ¢ Polynome mit grad p < grad ¢ und ohne gemeinsame Nullstellen.

Zerlege

l
H""_“J

ai,...,a; sind die verschiedenen Nullstellen von ¢ mit den Vielfachheiten k;; k; € N, k1 +
..+ ki = grad(q).

Es gibt dann eindeutig Zahlen v, mit
!

S (2 e )

= (z — aj)

Die Ausdriicke 1/(x — a;)* heiflen Partialbriiche. (*) ist die Partialbruchzerlegung von
/4.

13.2. Ricktransformation rationaler Funktionen mit einfachen
Polstellen

Gesucht ist f(t) mit

Hier sind G, N Polynome ohne gemeinsame Nullstellen, mit grad(G) < grad(N) =: n.
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N besitze nur einfache Nullstellen: sq, ..., s;,.
Also:
N(s)=(s—s1)...(s— sn)

Der PBZ-Ansatz fiir F' lautet hier:

Q

=

3
2

Man findet v = G(sg)/N'(sk), also

- G(sp) 1
F(s) =
() — N'(s) s — sk
und mit 1/(s — sj)e—oe®*! erhilt man
= G(Sk) st
t) = K
f(®) ;;N“%f

13.3. Riicktransformation von 1/(s(s+a)") (n € N,a # 0)

Es sei a # 0. Zu

1

PO = Serar

ist f(¢t) mit £(f)(s) = F(s) gesucht. Der PB-Ansatz ist hier

f(t) ist wegen

tk—le—ath(t)

o
(s+a)k (k—1)!
kein Problem. Man findet: vy = lims_,o sF'(s) = 1/a"™ und

w1 o, D" (s a)"E(s))

’Ykz(

1
:—W, k:].,...,n
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Ubung. Lise mittels Anwendung der Laplace Transformation

y'(t) = 3y'(t) + 2y(t) = h(t) — h(t — 1) + h(t — 2) — h(t — 3) + h(t — 4) — h(t — 5)
y(0) =y'(0)=0

Was heifit hier eigentlich ,,Lisung“?
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14. Bemerkungen zur Dirac (Delta)
» Funktion

14.1. §(z — xp)

d(z — x0)(= 0(zop — x)) wird durch die Wirkung auf eine stetige Funktion f : I — R mit
xo € I definiert durch:

[ b — )@ ae = sao),

wobei das Integral als Grenzwert limq—o4 [ da(z0—2) f(2) dz zu verstehen ist. Hierbei
sind 6 : R — R (a > 0) Funktionen mit folgenden Eigenschaften:

(D1) 6, > 0 Va
(D2) [gda(x) 2 =1Va
(D3) Fiir jedes r > 0 gilt limg—o+ fR\{|z\<r} do(z)dz =0

Deutet man 4, als Dichten von Massenverteilungen, so besagt (D2), dass fiir jedes a
die Gesamtmasse konstant 1 ist, und (D3), dass sich die Gesamtmasse mit a — 0 im
Nullpunkt konzentriert.

Beispiele fiir mogliche Funktionen §, (,,Realisierungen fiir §(x)):

(@) = gz .
a/m
2
6@ (z) = ia (isin Z) ,
m
a 1
o (x) = ma2 + 2’
) = =
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14.2. Laplace Transformierte von (¢t — ty) (top > 0):

5(t — tO)M/ eSS (t —to)dt = 50
0

Dies kann man realisieren z.B. mit

1 0<t<a
0, t<0,t>a

(5&6) hat die Eigenschaften (D1), (D2), (D3)) und es gilt

00 = 00 - e~ )o—er (37 ) 1@ —0)

und mit 10.2
1
60 (1 — to)O—Oe*Stoa ( — ea5> — e 5 (g — 0)

a

14.3. Beispiel

Ly(t) == y"(t) — 49/ (t) + 4y(t)

30(t— 1) +6(t — 2),
y(0) =4'(0) =1

Losungen:
y(t) = X (1 = t)h(t) + 3(t — 1) Vht — 1) + (t — 2)e> D h(t — 2)

Diese ,,Losung* ist so zu verstehen:

e 0<t<1:y(t)=uy(t) :=e*(1—t)16st Ly = 0 mit y(0) = y/(0) = 1

Fy(t) = ya(t) == ya(t) + (¢ — 2)e*72) 16st Ly = 0 mit ya(2) = y3(2), y5(2) —

Wird durch die Gleichung die Bewegung eines Teilchens der Masse 1 (Koeffizient bei
y"(t)) beschrieben, so besagt die rechte Seite 36(t — 1) + d(t — 2), wie sich der Impuls
des Teilchens zur Zeit ¢ = 1 und zur Zeit ¢ = 2 &ndert: zur Zeit ¢ = 1 springt die
Geschwindigkeit um 3, zur Zeit t = 2 springt die Geschwindigkeit um 1
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