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Innerhalb der Veranstaltung Hohere Mathematik II fir die Fachrichtung elektrotechnik
und Informationstechnik inklusive Komplexe Analysis und Integraltransformationen wird

der Teil zu Hohere Mathematik II jeweils in den Vorlesungen am Dienstag und Donnerstag
behandelt.

Dies ist eine Vorlesungszusammenfassung, gedacht zur Vorlesungsbegleitung und als
Gedéachtnisstiitze, nicht jedoch als etwas, das fiir sich selbst stehen kénnte (wie etwa ein
Lehrbuch). Der Besuch der Vorlesung ist durch die Lektiire in keinem Fall zu ersetzen, es
gibt dort noch viel mehr an miindlichen Erklarungen, Erlauterungen und veranschaulichen-
den Skizzen, die fiir Verstandnis und Einordnung des prasentierten Stoffes unabdingbar
sind.



15 Skalarprodukt und Orthogonalitat

Wir setzen hier die Lineare Algebra aus der Vorlesung HMI fort. Wie dort schreiben wir
wieder K fiir R oder C.

15.1. Skalarprodukte: Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung (-|-) : V' x V' — K mit
den Eigenschaften

(S1) Va,y € V: (z]y) = (yl|z),
(S2) Vz,y,2 € V, a € K: (ax + y|2) = a(z|z) + (y]2),
(S3) Vz € V\ {0}: (x]z) > 0.

heilt ein Skalarprodukt auf V.

Eigenschaften eines Skalarproduktes auf einem K-Vektorraum V' sind
Ve, y e V,a € K: (z|lay + 2) = a(z|y) + (z]2),
Ve e V: (z|0) = (0|z) =0,
Ve,y € Vi |(zly)| < v/ (z|z)y/(yly) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung).

Zum Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir y # 0 schreibe man

|(z]y)]?
(yly)

0 < (z—aylr —ay) = (z|lz) — alylz) —a(z|y) + |o*(yly) = (z]z) —

wobei a = (z]y)/(y|y). Wegen (S3) gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung nur,
wenn r = ay, dh also nur dann, wenn z, y linear abhangig sind.

Bemerkung: Ist K = R und also V' ein R-Vektorraum, so kann auf die komplexe Konju-
gation verzichtet werden, da 7 = r fir alle r € R.

Beispiele: (1) Das gewdhnliche Skalarprodukt auf dem K™ (fiir K = R heifit es auch
euklidisch) ist gegeben durch

<£|g) = Zx]y_] fUI' f: (I’l,l'g, oo 7xn)7g: (ylay% s 7yn) € Kn
7j=1

Fiir das Skalarprodukt von Z, ¢ € R™ schreibt man héufig auch 7 (und gelegentlich sogar

nur ry)

(2) Sind ay, as, . .., a, > 0, so definiert auch

(f’:lj) = Zajxjy_j fir ¥ = (x1>x27 s 7$n>737: (ylay27' .. >yn) e K»
j=1



ein Skalarprodukt auf K".
(3) Ist V = C([a, b],C) (hier ist K = C), so wird durch

b —_
(flg) == / FOgDdt, f.g€ Clab,

ein Skalarprodukt auf C([a,b], C) definiert. Die Eigenschaften (S1) und (S2) sind leicht.
Zum Nachweis von (S3) stellt man fest, dass fiir h € Cla,b|] mit A > 0 und fab h(t)dt =0
zunéchst folgt fax h(t)dt fur alle z € [a,b], und dann h = 0 nach dem Hauptsatz. Diese
Beobachtung wendet man auf h := | f|* an.

Bemerkung: Man kann (f|g) auch fir f,g € R([a,b],C) definieren (beachte, dass
fg € Rla,b] nach einer komplexen Version von 11.14(3) aus HMI). Die Eigenschaften
(S1), (S2) gelten weiterhin, aber (S3) ist falsch (das Integral “merkt” nicht, wenn man die
Nullfunktion in einem Punkt abédndert).

(4) Durch Grenziibergang von (1) erhélt man: Sei [*(N) der Raum der quadratsummier-
baren Folgen in K, also

P(N) = {z = (;)jen € K" Z |z;|* < oo}

Dann ist [?(N) ein Untervektorraum von KN und durch
(zly) =Y 275, x,y€X(N),
j=1

wird ein Skalarprodukt auf [*(N) definiert. Dabei ist die Reihe im Skalarprodukt absolut
konvergent.

Entsprechendes gilt, wenn man statt N als Indexmenge Z nimmt und
P(Z) = {z = (z;)jez €K": ) |a;]* < 00}
j=—o00

betrachtet.

15.2. Normen: Ist V ein K-Vektorraum und (+]-) : V x V' — K ein Skalarprodukt, so hat
die Abbildung || - || : V' — [0,00), v — /(v|v) folgende Eigenschaften:

(N1) Yo e Vi |v||=0=v=0,
(N2) Vo eV, a e K: [lav| = |alllv],
(N3) Vu,v € V: [Ju+v|| < [Ju|l + ||v|| (Dreiecksungleichung).



Beweis der Dreiecksungleichung. Es gilt (unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung):

lutoll* = (utvlu+tv) = [Jul* +2Re (ulv) +[Jv]* < [lull*+2|(ufv)[+ [o]* < (ull+[[v]])*,

und die Ungleichung folgt durch Wurzelziehen. ]
Definition: Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung || - || : V' — [0, 00) mit den Eigen-
schaften (N1)—(N3) heifit eine Norm auf V.

Ist || - || eine Norm auf V, so wird fiir u,v € V die Zahl ||u — v|| > 0 als Abstand von u

und v interpretiert, und es gilt ||0]| = 0, sowie

lull = ||| < |Ju—wv]] (umgekehrte Dreiecksungleichung).

Beispiel: Durch [|(z1, zo)||1 := |21| + |22| wird auf dem R? eine Norm definiert, zu der es
kein Skalarprodukt gibt.

Bemerkung: Durch eine Norm hat man also einen Abstandsbegriff auf einem Vektor-
raum. Durch ein Skalarprodukt hat man aber auflerdem noch die Mdoglichkeit, Winkel zu
betrachten:

Sind z.B. Z,7 € R\ {0}, so ist

(#17) = I Z[l[|71] cos ¢,

wobei ¢ den von Z, ¢ eingeschlossenen Winkel bezeichne. Da das Skalarprodukt in jeder
Komoponente linear ist, muss man das nur fiir |Z]| = ||7]| = 1 einsehen. Am besten geht
das fiir n = 2 und etwa Z = &, ¥ = (y1,y2). Dann ist

15.3. Orthogonalitat: Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Vektoren
U1, V2, ..., Uy € V heiflen orthogonal, falls fir alle j,k € {1,2...,m} mit j # k gilt
(vj|vg) = 0. Statt (v|w) = 0 schreibt man auch v L w.

Die Vektoren vy, vs, ..., v, heiflen orthonormal oder ein Orthonormalsystem (ONS), falls
fiir alle 7, k gilt: (v;|vg) = 6%, dh also falls die Vektoren orthogonal sind und zusétzlich alle
Norm 1 haben.

Ist V' endlich-dimensional, so ist eine Orthonormalbasis (ONB) von V eine Basis von V,
die ein Orthonormalsystem ist.

Beispiel: Die Standardbasis €7, s, .. ., €, ist eine Orthonormalbasis von K", denn es gilt
(&léx) = &5 fiir alle j,k =1,...,n.

Satz: Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und seien vy, vs,...,v, € V '\ {0} or-
thogonal. Dann sind vy, vy, ..., v, linear unabhangig.
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Beweis. Seien aq, s, ..., q, € K mit
a1v1 + vy + ... + au, = 0.
Seinun k € {1,2,...,n}. Wir nehmen das Skalarprodukt der Gleichung mit v;, und erhalten
0 = (0]vg) = (v + avy + ... + apop|vg) = ag(vi|vg)
wegen der vorausgesetzten Orthogonalitdat. Wegen vy # 0 ist auch (vg|vg) # 0, und wir

erhalten oy = 0. Da k beliebig war, sind vy, vy, ..., v, linear unabhangig. O

Bemerkung: Ist vy, vy, ..., v, ein Orthonormalsystem in V und v € lin{vy, va, ..., v},
so lassen sich die Koordinaten von v bzgl. vy, vs, ..., v,, leicht bestimmen. Es gilt namlich

m
=2 (vl

Zum Beweis schreibt man v = Z;nzl a;v; und bildet das Skalarprodukt mit vy, k =
L,...,m:

m
(wloe) = o (v5on) = .
=1 N——

=51
Beispiel: Sei ¢, : [, 7] — C, ex(t) := . In V = C([—n,7],C) bilden fiir jedes n € N

die Funktionen (ey)xj<n ein Orthonormalsystem beziiglich des durch

(o) =5 | S

auf V' definierten Skalarprodukts, denn fiir k,1 € Z gilt
_ 1 " ikt —ilt 34 _ L k=1
(ek|el)27r/_7re e "dt = 0 k£l
Fiir jedes trigonometrische Polynom f vom Grad < n gilt
f(t) = Z (flex)ex(t Zf ex(t Zf e* te[-mm].
|k|<n |k|<n |k|<n

Die Koordinaten sind hier also gerade die Fourierkoeffizienten.

Wenn wir also im folgenden Fourierreihen betrachten, beziehen wir uns immer auf das hier
definierte Skalarprodukt. Die zugehorige Norm ist gegeben durch

1= VD = (5 | 1) "

Ende Di
15.04.14



15.4. Das Gram-Schmidt-Verfahren: Gegeben sei ein K-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt und vy, v, ..., v, € V seien linear unabhangig. Wir werden ein Orthonormalsystem
b1, b, ..., b, konstruieren mit

lin{vy,ve, ..., 0} =1in{by, ba, ... by}

Falls vy, vg, ..., v, eine Basis von V ist, so ist by, bs, ..., b,, eine Orthonormalbasis von V.

Die Vektoren by, ..., b, werden sukzessiv so konstruiert, dass gilt:

lin{vy,vg,...,vp} = lin{by, b, ..., b} flirallek=1,...,m.

Wir setzen by := vy /||vy|| und fiir k =2,...,m:
k-1 .
ko
Cp 1=V — Z(vk|bj)bj, by == el
j=1 k
oder gleichbedeutend
AE) ci
=01, Ck ::vk—z Lo firk=2,...,m, by:=—="firk=1,...,m.
= (ciley) [[xl]
Beispiele: (1) Wir betrachten n = 3, V' = C? und
1 2 0
_"1 - O 5 '172 - 1 5 '173 - -1
—1 0 1
Dann ist
L 1
7 (%1 1
by = —=—1[ 0
vzl
2 1 1 1
Cy = 1 |- 5 2 0 = 1
0 —1 1



(2) ¥, Uy wie eben, aber i3 = [ 1 |. Dann sind by, by wie eben, aber
1
0 . 1 X 1 ~1/6
1 -1 1 ~1/6
—1
- 1
bg = —F= 2

Man beachte, dass sich dieses b3 von dem in Beispiel (1) nur durch das Vorzeichen un-
terscheidet. Dies ist nicht erstaunlich, da es genau zwei Moglichkeiten gibt, by, by zu einer
Orthonormalbasis zu erganzen.

Folgerung: Jeder endlichdimensionale Vektorraum V' mit Skalarprodukt besitzt eine Or-
thonormalbasis.

15.5. Transponierte und adjungierte Matrizen: Fiir eine Matrix A = (a;;) € K™*"
heifit die Matrix € K™*™, die durch Vertauschen von Zeilen und Spalten entsteht, die
transponierte Matriz zu A und wird mit AT bezeichnet. Fiir alle ¥ € {1,...,n}, j €
{1,...,m} steht an der Stelle (k,j) in der Matrix A" also der Eintrag aj, der in der
Matrix A an der Stelle (j, k) steht. Setzen wir B := A" mit B = (by;)j_,J-; € K™, so
gilt also

brj = aj, ke{l,...,n},je{l,...,m}.

Im Falle K = C heifit die Matrix € C**™, fiir die an jeder Stelle (k,j) der Eintrag ajj
steht, die adjungierte Matriz zu A und wird mit A* bezeichnet.

Bemerkung: Setzt man A := (@) € C™" (konjugiert komplere Matriz zu A), so gilt
also

AT = AT = (A)".

Schreibweisen des Skalarprodukts:

Fiir 7, € R = R*™! gilt (7]7) = 7% = 777
Fiir 7, € C" = C"™! gilt (7)) = §*7 = 7.

Rechenregeln: Fir Matrizen A, B, deren Produkt erklart ist, gilt:
(AB)' = BTAT und (AB)* = B*A*.
Fiir eine invertierbare Matrix A sind auch AT und A* invertierbar, und es gilt

(AN =@, @A) =T



Wende dazu die Rechenregeln auf B = A~! an und beachte [T = I = I*, wobei I die
jeweilige Einheitsmatrix sei.

Folgerung: Sei A € K™*". Dann gilt:
(a) Im Fall K = R ist (AZ]y) = (Z|ATY) fiir alle ¥ € R", i € R™.
(b) Im Fall K = C ist (AZ|y) = (¥|A*y) fiir alle & € C*, § € C™.

Beweis. Man schreibe das Skalarprodukt wie oben angegeben und benutze die Rechen-
regeln. [

15.6. Orthogonale und unitiare Matrizen: Eine wichtige Rolle spielen Matrizen A €
K™ deren zugehorige lineare Abbildung K” — K", ¥ — AZ, das Skalarprodukt invariant
lasst, dh fiir die gilt:

(AZ|Ay) = (Z|y) fir alle ¥,y € K™

Damit verdandert A auch Winkel und Abstinde nicht. Eine solche Matrix A hat Kern A =
{0}, ist also invertierbar. Aus den Rechenregeln folgt

ATA=1, (firK=R), A*"A=1, (firK=C).

Eine Matrix A € K™™ mit dieser Eigenschaft heifit orthogonal (fir K = R) bzw. unitdr
(fir K= C). Somit gilt

AT = A falls A € R™™ orthogonal, A* = A~ falls A € C™*™ unitér.

Bemerkung: Sei A € C**".
1) A ist genau dann unitér, wenn die Spalten von A eine Orthonormalbasis von C" bilden.

2) A ist genau dann unitdr, wenn fiir jedes Orthonormalsystem vy, ..., v, in C" auch
Auvy, ..., Av,, ein Orthonormalsystem von C” ist.

3) Produkte, Inverse, Transponierte und Adjungierte von unitdren Matrizen sind unitér.

Beispiele: 1) Spiegelungen in C™: etwa Aey; = —ey, Ae; =¢; fiir j =2,...,n.
2) Rotation in R? um den Winkel § € R: A = (COSG _Sine).

sinf cos6

3) Im R3 Rotation um die z-Achse bei Spiegelung an der (z,y)-Ebene:

cos) —sinf 0
A= sinf cosf 0
0 0 -1



15.7. Orthogonalprojektionen: Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt,
b1, by, ..., by ein Orthonormalsystem in V und U :=lin{by, by, ..., b, }. Die lineare Abbil-
dung

P:V = Uuv Po=>Y (v|b)b
j=1
hat folgende Eigenschaften:

PoP=P BildP=U, KemP={veV:vlufiraleueU}.
Es gilt (v — Pv|u) =0 fiir alle w € U, v € V, und
|v — Pv|| = min{|jv —u|| : w € U} fiir jedes v € V,

dh Pu ist die (eindeutig bestimmte) Bestapprozimation von v in U. Die Abbildung P heifit

Orthogonalprojektion von V auf U.
Ende Do

17.04.14
Beweis. Klar ist Bild P C U. Nach der Bemerkung in 15.3 gilt Pu = u fiir alle u € U, also

ist PoP = P und Bild P = U. Fur jedes v € V gilt:
Pv=0 <= (v|b;) =0 firalle j < (v|u) =0 fir alle u € U.
AuBlerdem ist fir k=1,...,m

(v — Polby) = (v|by) — (Polby) = (v|by) = > (v]b;) (b |bk (v|bg) — (v]by,) = 0,

=1
J —6gk

und folglich auch (v — Pv|u) = 0 fiir alle u € U. Schlielich gilt fiir u € U:
lv—ul|* = |Jv—Pv+Pv—ul?®=|v— Pv|*+|Pv—ul*+2Re (v — Pv|Pv —u)
= o= Pol* +[[Pv—ul”.

Hieran sieht man, dass Pv die eindeutige Bestapproximation von v in U ist. O]

Bemerkung: Im Gram-Schmidt-Verfahren in 15.4 hat man im k-ten Schritt (fir & =
2,...,m) und fir U = lin{by, b, ..., bx_1}, dass ¢, = vy, — Pvy und somit ¢; L u fiir jedes
u € U wie gewiinscht.

Beispiel: Sei n € N. Fiir eine gegebene 2m-periodische Funkton f ist die Funktion

t= Y (flewen(®) = D f(k)e™

lkl<n kl<n

die Bestapproximation von f in U, := lin{ey : [k| < n}, also (Pf)(t) = >4 <, F(k)ett.



15.8. Besselsche Ungleichung und Parsevalsche Gleichung: Wir setzen das Beispiel
von eben fort: wegen (f — Pf) L Pf (vgl. 15.7) gilt

IFIP=1f = Pf+PAP =1 = PAP+IPFIP =1 = PP+ D 1(flew)l?

k|<n

Daraus folgt zum einen die Besselsche Ungleichung

> Flen)P < AP,

k=—o00

die analog fiir jedes durch N oder Z indizierte Orthonormalsystem gilt. Bezeichnen wir die
Orthogonalprojektion auf U,, mit P, so sicht man zum anderen, dass lim,,_,, ||f— P, f|| =0
aquivalent ist zur Parsevalschen Gleichung

I£1I* = Z |(flex)?

k=—00

Ein Orthonormalsystem heifit vollstandig in V', wenn dies fiir alle f € V gilt.

Bemerkung: Das Orthonormalsystem (ex)rez ist vollstdndig im Raum der stiickweise
stetigen und normalisierten Funktionen f : [—7,7) — C, dh fiir alle diese Funktionen gilt:

2= o [ sora= 3 1w

- k=—o00

und

1F =D fk)ell = 0 (n — o0).

[k|<n

Letzteres bezeichnet man als Konvergenz im quadratischen Mittel und schreibt dann auch

f=30 o fk)e.
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16 Determinanten und Kreuzprodukt

Idee der Determinante: Zu gegebenen Vektoren day,ds,...,d, € R" gibt
det (dy,ds, . .., d,) das Volumen des von den Vektoren ay, ..., d, aufgespannten Spates

{A161+A262++An6nAj€[0,1] flll‘jzl,,n}

an. Hierbei stellen wir uns die Vektoren dy, ..., d, als Spalten einer Matriz vor.
Beispiel: Der von den Einheitsvektoren €7, és,...,¢e, im R" aufgespannte Spat ist der
FEinheitswirfel

Q :=[0,1]".

16.1. Definierende Eigenschaften der Determinante: Die Determinante ist eine Ab-
bildung det : K" x K" x ... x K" — K mit den Eigenschaften

v
n

(Dl) det (51,52, .. ,gn) = 1,
U . Yt 1y-+-sUn, Yy
(D2) fiir alle j € {1 n} und @ ay,b; € K" gilt

det (d@y,...,ad; + Bb;,. .. dy)
= adet (ay,...,d;,. ... dn) + Bdet (@1, ... b, ... a¢p),
(D3) det (@, ...,d,) =0, falls es j # k gibt mit @; = aj.
Bemerkung: Durch die Eigenschaften (D1)-(D3) ist die Determinante det eindeutig be-
stimmt.

(D1) bedeutet eine (naheliegende) Normierung. (D2) bedeutet, dass die Determinante in
jeder Spalte linear ist. Zusammen mit (D3) bedeutet (D2), dass det eine alternierende
Multilinearform ist.

Schreibweise: Ist A € K™ die Matrix mit den Spalten @y, ds, ..., d, € K", so schreibt
man auch

|A| := det (A) := det (@, da, . . ., dy).

Wir betrachten im folgenden det meist als Funktion auf K"*".

16.2. Folgerungen: (a) Ist eine Spalte = 0, so ist auch die Determinante = 0.

(b) Man kann zu einer Spalte ein Vielfaches einer anderen Spalte dazuaddieren, ohne den
Wert der Determinante zu andern.

(c) Vertauscht man zwei Spalten miteinander, so dndert sich das Vorzeichen der Determi-
nante.

(d) Sind die Spalten von A € K"*" linear abhéngig (dh gilt Rang A < n), so ist det (A) = 0.
(e) Es gilt: det (A) # 0 < A ist regulér.
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Erinnerung: Eine Matrix € K"*" heifit regular, falls sie invertierbar ist, bzw. falls die
zugehorige lineare Abbildung K" — K" x — Az bijektiv (oder injektiv oder surjektiv) ist
(vgl. 14.21 in HM 1).

Der Rang einer Matrix ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten (oder die Maxi-
malzahl linear unabhéngigier Zeilen).

Beweis. (a) folgt sofort aus (D2). (b) folgt leicht aus (D2) und (D3).
zu (c): Wegen (b) und (D2) ist

det (@, i q i)
yeeesy Qg 5oy A 4., 0y
~—~
k J
= det(al,...,aj—l—ak,..., ak,...,an)
—— ~
k J
= det(al,...,aj—i—ak,...,—aj,...,an)
k J
= det (@1, ..., G seees—Tjs... )
9 ) ) ) E )
k j

= —det (61, c. ,C_l'n).

zu (d): Es sei etwa die letzte Spalte Linearkombination der anderen Spalten. Wegen (D2)
und (D3) gilt dann:

n—1 n—1
det (dy, ..., 0, 1, E ;) = E ajdet (ay, ..., dn-1,d;) = 0.
Jj=1 j=1

Wegen (d) muss man bei (e) nur noch zeigen: Rang A = n impliziert det (A) # 0. Dazu
bringen wir A durch elementare Spaltenumformungen (analog zu Zeilenumformungen, nur
fur Spalten statt fiir Zeilen) auf die Gestalt der Einheitsmatrix I,,. Dabei wird nach (D2)

(fiir gj = 0) und (b) und (c) det (A) nur mit Zahlen # 0 multipliziert. Wegen (D1) ist
schlieBlich det (1,,) =1 # 0. O

16.3. Der Fall n = 2: Es gilt

d
denn die Eigenschaften (D1) und (D3) sind klar, und (D2) ist leicht.

det < CCL b ) = ad — bc (das ist das 0 aus 14.21, HM 1),

Beispiele: (1) ‘ _24 _63 ‘ =2-6—(—3)(—4) =0, die Matrix ist nicht regulér.
i —4 : oo . .
(2) 0 —1 ‘ =1i-(—1)—(—4) -0 = —i, die Matrix ist regulér.
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16.4. Der Fall n = 3: Es gilt

S~

v ow
y z

u w
r =z

u
T

c
w | =a +c

Ty z
(D1) ist klar, (D2) ist leicht. (D3) braucht eine Fallunterscheidung, die wir unten im all-
gemeinen Fall durchfiihren.

ISEEES]

v
‘ = avz + bwx + cuy — awy — buz — cox.

Die Regel von Sarrus gilt fiir n = 3, aber nicht fir n > 4!

Schema:
a b c
wlu v o wl|u
y z |z y z|x y
v NN N\
- - - + + +
Beispiel:
1 00
4 2 0|=1-2-34+40-0-6+0-4-5-0-2-6—-0-4-3—1-0-5=06.
6 5 3
Ende Di
22.04.14

16.5. Der allgemeine Fall: Gegeben sei die Matrix A € K"*" mit den Eintragen ajy.
Fiir jedes k € {1,...,n} bezeichne A;;, € K"=U*x"=1 diejenige Matrix, die aus A durch
Streichen der ersten Zeile und der k-ten Spalte entsteht.

Man hat die folgende Formel, die das Berechnen von det (A) auf das Berechnen der Deter-

minanten kleinerer Matrizen zurtckfihrt:
n

det (A) =) (=1)*ayedet (A).

k=1
Fiir n = 3 steht hier gerade die Formel aus 16.4, fiir n = 2 diejenige aus 16.3.

Beweis. (D1) ist klar, und (D2) ist nicht so schwer. Zum Beweis von (D3) seien zwei Spalten
von A gleich, etwa die ko-te und die ki-te, wobei ky < k1. In der Summe verschwindet dann
det (Ayg) fir alle k & {ko, k1}, da in diesen Ay zwei Spalten gleich sind (weder die ko-te
noch die k;j-te sind gestrichen worden). Also ist

det (A) = (—1)’“0+1a1k0det (Arg,) + (—1)k1+1a1k1det (Aig,)-

Hierbei ist aix, = a1, nach Voraussetzung. Wir erhalten Ay, aus Aj,, indem wir durch
sukzessives Vertauschen benachbarter Spalten die k1 — 1-te Spalte (von Ag,) an die ko-te
Stelle bringen. Dazu brauchen wir ky — 1 — kg = k1 — kg — 1 Vertauschungen. Also ist

det (Apg,) = (—1)" o~ det (A, ).
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d 0 0 0
* dy 0 0
Beispiel: Ist A € K" von der Form « % . . 0 |, also eine untere
dp—1 O
x d,
Dreiecksmatriz, so gilt det (A) =dy -dy - ... d,.

16.6. Determinantenentwicklungssatz: Die Formel in 16.5 nennt man FEntwicklung
von det (A) nach der ersten Zeile von A = (aji);x. Mit denselben Argumenten kann man
det (A) nach einer beliebigen Zeile oder Spalte entwickeln:

Fiir jedes I € {1,...,n} gilt

n n

det (A) =Y (—1)*agdet (Ay) =D (=1) ajdet (Ay),

k=1 j=1

wobei A € KM=Dx(=1) die Matrix bezeichne, die aus A durch Streichen der j-ten Zeile
und der k-ten Spalte entsteht.

Beispiel: Man entwickelt moglichst nach einer Zeile oder Spalte mit vielen Nullen, hier
z.B. nach der zweiten Spalte:

4 5 2 3 2 3
oL 3|2 202 2| er s e

O = DO
o NN O
~ Ot W

16.7. Das Signum einer Permutation: Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung
o:{l,...,n} — {1,...,n}. Die Menge 5, aller Permutationen von {1,...,n} hat genau
n! Elemente.

Eine Permutation o € S,, schreibt man zweckméBigerweise (
(0(1),0(2),...,0(n)).

Fiir eine Permutation o € S, definiert man das Signum (oder Vorzeichen) sgno von o

durch

0(11) 0_(22) .. U("n)) oder auch nur

sgno = H —UO; : ;‘(Z).

Das Produkt hat genau () = n(n — 1)/2 Faktoren.

m

Bemerkung: (a) Es gilt stets sgno € {1, —1}, genauer ist sgno = (—1)™, wobei m die

Anzahl der Paare (7,7) mit i,j € {1,...,n} und i < j, aber (i) > o(j) ist.
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(b) Fiir 0,7 € S, gilt sgn (0 o 7) = sgn (0)sgn (7). Das folgt aus

o(7(j)) —o(r(®)) _ o(r(j)) =o(r(®)) 7(j) —7(&)
i =) -
Beispiele: (1) Vertauscht 7 € S,, gerade zwei bestimmte Zahlen aus {1, ...,n} (eine solche
Permutation heifit Transposition), so gilt sgnT™ = —1, denn: Vertauscht 7 etwa die Zahlen

ip < i1, so sind die Paare (i,7) mit i < j und o(i) > o(j) gerade (ip, k) und (k,i;) mit
ip < k < iy und (49, 7;). Das m in Bemerkung (a) ist also ungerade.
(2) Lasst sich o als Hintereinanderausfiihrung von Transpositionen 71, 7o, . . ., 7, schreiben

(dies ist tatséchlich fiir jede Permutation der Fall), so ist sgno = 1 fiir gerades m und
= —1 fiir ungerades m. Das m ist dabei nicht eindeutig bestimmt!

)n =4, 0 = (2,3,4,1): Es ist sgno = —1, zB da man durch drei Transpositionen
ie 1 nach vorne bekommt. Oder da die Paare (i,j) mit i < j und o(i) > o(j) gerade

(3
di
(1,4), (2,4), (3, 4) sind.

16.8. Die Leibnizformel fiir Determinanten: Gegeben sei die Matrix A € K"*" mit
den Eintrdagen aj;. Dann gilt

det (A) = Z sgno - A16(1)A20(2) - - - Ano(n)
O’GSn

(ohne Beweis). Ebenfalls ohne Beweis:

Folgerung: Fiir A € K" gilt det (A7) = det (A).

di *
0 d2 *
Beispiel: Ist A € K"™*" vonder Form | o ¢ « |, alsoeine obere Dreiecks-
0 0 dp_1 *
0 O 0 d,
matriz, so gilt det (A) =dy - dy - ... - d,.

16.9. Determinantenmultiplikationssatz: Fiir beliebige A, B € K"*" gilt
det (AB) = det (A)det (B).
(ohne Beweis).

Insbesondere gilt fiir eine regulidre Matrix A: det (A7) = 1/det (A).

Interpretation: Die Matrix B habe die Spalten 51, e ,l;n. Der von diesen Spalten aufges-
pannte Spat hat das Volumen det (B). Dieser Spat wird von der zur Matrix A gehdérenden

15



linearen Abbildung ¢4 : R* — R" ¥ — AZ auf den von den Spalten Agl, o ,Agn der
Matrix AB aufgespannten Spat mit Volumen det (AB) abgebildet.

Bildet man also mit der zur Matrix A gehorenden Abbildung einen beliebigen Spat ab, so
muss man dessen Volumen mit det (A) multiplizieren.

16.10. Die Cramersche Regel fiir lineare Gleichungssysteme: Gegeben sei ein
lineares Gleichungssystem AZ = b, wobei b € K" sei und A € K" die Spalten
a,...,a, € K" habe. Wenn die Matrix A regulér ist, so hat das Gleichungssystem eine
eindeutige Losung ¥ = (21,2, ...,2,) € K", wobei fiir jedes j € {1,...,n} gilt:
x; =det(@,..., b ... a,)/det (A).
J

Zur Berechnung der j-ten Komponente x; der Losung muss man also die j-te Spalte von
A durch den Vektor b ersetzen, die Determinante berechnen und durch die Determinante
von A dividieren.

Beweis. Wir haben b = >, 1idy, also ist wegen (D2):

n
det(ﬁl,..., b ,,,,’6n):;$ldet(61,---, Eil 7"'56n)-

J J

Wegen (D3) bleibt rechts nur der Summand fiir [ = j stehen, dh z;det (A). O

16.11. Eine Formel fiir die inverse Matrix: Sei A € K" regular mit Spalten

di,...,d, € K" Geht man zur Berechnung von A~ wie in 14.20 (HM I) vor und ver-
wendet die Cramersche Regel 16.10, so erhalt man
o (det (@ G yn))
det (A) b et

J

Die Formel fiir n = 2 in 14.21 (HM 1) ist ein Spezialfall.

-

16.12. Orientierung: Die Idee in 16.1 war, dass det (51, ...,b,) das Volumen des von
bi,...,b, € R™ aufgespannten Spates beschreibt. Wegen (D2) (und (D1)) nimmt det auch
negative Werte an. Das eigentliche Volumen ist |det (by, ..., b,)|. Aber auch das Vorzeichen

—

von det (by, . .., b,) trigt Information.

Zwischenspiel: Ist V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und ¢ : V. — V eine lin-
eare Abbildung, so kann man ¢ eine Determinante det ¢ zuordnen, indem man eine Basis
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51, 52, cee gn von V wahlt, die Abbildung ¢ bzgl. dieser Basis durch eine Matrix A darstellt
und det ¢ := det (A) setzt.

Ist namlich ¢, ..., ¢, eine weitere Basis von V', so erhalten wir die Darstellungsmatrix
A von ¢ bzgl. dieser Basis als A = S™'AS, wobei S die Darstellungsmatrix der Identitét
V — V ist, wenn man “vorne” die Basis ¢, ..., ¢, und “hinten” die Basis 51, e b,, nimmt.
Wegen 16.9 ist dann

det (A) = det (S~")det (A)det (S) = det () det (A)det () = det (A) = det ¢,

dh die Definition ist unabhangig von der Wahl der Basis.

Definition: Eine bijektive Abbildung ¢ : V' — V heifit orientierungstreu, falls det ¢ > 0
ist.

Eine geordnete Basis 51, 52, 53 von R3 heiflt Rechtssystem, falls det (51, 52, 53) > () ist. Meist
ist dabei by, by, b3 eine Orthonormalbasis.

Satz: Ist by, by, by ein Rechtssystem in R3 und ¢ : R3 — R3 orientierungstreu, so ist auch
©(b1), o(ba), p(bs) ein Rechtssystem.

Beispiel: €, é;, €3 ist ein Rechtssystem, €7, €3, €5 ist kein Rechtssystem.

16.13. Das Kreuzprodukt (Vektorprodukt) im R?*: Fir zwei Vektoren ¥ =
(11, 22,73), 7 = (y1,v02,93) € R3 ist das Kreuzprodukt ¥ x ¢ € R? derjenige Vektor, der
senkrecht auf ¥ und ¥ steht, dessen Lange der Flacheninhalt des von & und ¢ aufgespan-
nten Parallelogramms ist und fiir den det (7, ¢, ¥ X ) > 0 ist.

Hieraus ergeben sich folgende Rechenregeln:

0) Zxy=—-yxT7.

(1) & x € = €3, allgemeiner €y(1) X €,(2) = sgN o €,(3) fiir jede Permutation o € S3 (denn
det (50(1), 50(2), 50(3)) = sgn 0').

(2) (' + p) x § = (T X §) + B(w X §) und & X (o + 52) = a(Z x §) + B(Z x 2) fir alle
o, € Rund Z, 4,7, 7 € R3, dh das Kreuzprodukt ist linear in jeder Komponente.

(3) Fiir alle #, 7 € R? und o € R gilt

XY= X (J+af) = (¥ + ay) X ¥,
dh man kann zu einer Variablen ein Vielfaches der anderen dazuaddieren.
(4) Es gilt ¥ x § = 0 genau dann, wenn &, 7 linear abhéngig sind.

Anwendung Lorentzkraft: Fine in einem Magnetfeld der Flussdichte B mit der
Geschwindigkeit ' bewegte elektrische Ladung ¢ erfihrt die Lorentzkraft

F=q(7x B)
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und wird dadurch abgelenkt (zB — Elektromotor). Das durch ¢ und B aufgespannte Par-
allelogramm hat den Flacheninhalt ||7]|| B||| sin ¢|, wobei ¢ der Winkel zwischen ¢ und B
ist. Die grofite Kraft wirkt somit, wenn ¢ und B senkrecht sind. Sind hingegen ¢ und B
parallel, so ist F =0 und es wirkt keine Kraft.

Berechnung: Man berechnet ¥ x ¢ formal iiber eine Determinante

€1 € €3 ToYs — T3Y2
RN Ty T3 o r1 I3 o 1 X2 o Y 4
TRY= Tt s = Y2 Y3 B U1 Y3 Y1 Y2 = Talr Tl
1 Y2 Y3 T1Y2 — T2l1

Begriindung: Bezeichnet man die rechte Seite mit 2, so sieht man leicht (2]|7) =
det (Z,Z,9) = 0 und (2]y) = det (¥, &, ¢) = 0 ein. AuBerdem ist

To T3 Ty T3 Ty T2
det (7,5,2) = det (2, 2,9) = | | 2 ST R S B (1
Y1 Y2 Ys

Der Flacheninhalt a des von #,7y aufgespannten Parallelogramms ist gegeben durch
a = ||Z]|||¥]|| sin ¢|, wobei ¢ der von Z und ¥ eingeschlossene Winkel ist. Wegen (Z|y) =
| Z]|||7]| cos ¢ erhalten wir

@ = [FP (1~ cos? o) = |21 — (15"
Nun rechnet man nach, dass
1211 + (@19)* = 12 171"
gilt (zur Ubung empfohlen).
Beispiel:

2 ~1 2 ~1 (-1)-3—-2-5
g=-1],9=| 5 |, Zxg=| -1 |x[ 5 |=| 2-(-1)-2-3
2 3 2 3 2.5—(—1)-(-1)

Warnung: Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ! So ist zB

— — — —

(51 X 52) X €9 = €3 X €9 = —eq, 51 X (52 X 52)

I
D1
X
=Tl

I
=TI

16.14. Das Spatprodukt: Fiir 7,7, 2 € R? heifit (7 x ¢) - 2 = (¥ x ]Z) das Spatprodukt
von T, 1, Z.

Satz: Es gilt (¥ x ¢) - 2= det (2,7, 2).
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Beweis. Man weist fiir die linke Seite die Eigenschaften (D1)-(D3) der Determinante nach.
]

Beispiel: |7 x 7]|*? = (¥ x ¢) - (£ x §) = det (Z,7,7 x ) (vgl. die Begriindung oben).
Anschaulich ist das auch klar, da det (Z, ¢, ¥ x ) das Volumen des aufgespannten Spates
ist, welches man wegen der Orthogonalitiat von Z x ¢ auf dem durch 7,1y aufgespannten
Parallelogramm als Produkt von ||Z x || mit der Parallelogrammflache erhélt.

Sind 7, i/ linear unabhingig, so ist Z, ¥/, T X ¥ eine Basis von R? und zwar ein Rechtssystem.

Eine Basis 7,7, 7 von R3 ist genau dann ein Rechtssystem, wenn Z auf derselben Seite der
durch 7,y aufgespannten Ebene liegt wie Z X /.
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17 Eigenwerte und Diagonalisierung von Matrizen

17.1. Eigenwerte und Eigenvektoren: Sei A € K"*". Ein A € C heifit Eigenwert von
A, falls es ein 7 € C" \ {0} gibt mit

AT = \Z.
Jedes solche ¥ heifit Eigenvektor zum Eigenwert X (von A).

Der Eigenraum von A zum Eigenwert X ist
E (N ={2 € C": AZ = \7}.
Er besteht aus 0 und allen Eigenvektoren von A zum Eigenwert .

Sei V' ein C-Vektorraum und ¢ : V' — V linear. Ein A\ € C heifit Eigenwert von ¢, falls es
einv € V' \ {0} gibt mit

e(v) = Av.
Jedes solche v heifit Eigenvektor zum Eigenwert A (von ). Den Eigenraum definiert man
entsprechend.

Beachte: 0 ist kein Eigenvektor!

Beispiele: (1) 1 ist der einzige Eigenwert von 1,,.

d, 0 0
(2) Die Diagonalelemente dy,ds, ..., d, einer Diagonalmatrix D = 0
: L0
0 --- 0 d,
sind Eigenwerte von D. Fiir j = 1,...,n ist der j-te Einheitsvektor €; ein Eigenvektor zum

Eigenwert d;.

0

(3) Die reelle Matrix A = ( 1

_01 > hat den Eigenwert ¢ mit Eigenvektor (i)

Wir betrachten von nun an komplexe Matrizen.

17.2. Bemerkungen (geometrische Vielfachheit): Sei A € C"*". Dann gilt:

(a) Ein A € C ist Eigenwert von A genau dann, wenn Kern (A — M,,) # {0} ist. In diesem
Fall ist F4(A) = Kern (A — AI,).

(b) Zu jedem Eigenwert A von A ist E4(\) ein Untervektorraum von C" mit m :=
dim (E4 (X)) > 1. Die Zahl m heilt geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A.

(c) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

(d) Sind Ay, ..., \x die verschiedenen Eigenwerte von A, so gilt £ < n und

dim (E4(\1)) + dim (Ea(A2)) + - .. + dim (Ea(\)) < n,
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dh die Summe der geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von A ist
hochstens n.

Beweis. (d) folgt aus (c). (¢) zeigt man durch Induktion nach der Anzahl k verschiedener

Eigenwerte. Der Induktionsanfang k£ = 1 ist klar. Fiir den Induktionsschritt seien
A1, ..., Agr1 verschiedene Eigenwerte mit zugehorigen Eigenvektoren & T, - , Try1. Zum Be-
weis von deren Unabhéngigkeit seien aq, ..., a1 € C mit Zk+11 ;T = O Durch Multi-

plikation mit A bzw. mit Ay, folgt

k+1 k+1 k+1

0= E OéjAl‘j: E O-/j)\jxj und 0= E aj)\k+1xj.
Jj=1 J=1

i=1

Durch Differenzbildung erhalten wir

k1 k
Z (g = Mea)T5 = Y (g = M)
=1 j=1

Nach Induktionsvoraussetzung ist dann o;(A; — Ap1) =0 fir j =1,...,k, also a;; = 0 fiir
Jj=1,...,k wegen \; # Ai41. Schliellich folgt auch a1 = 0 wegen 741 # 0. [

Beispiel: Die Matrix A aus Beispiel 17.1(3) hat genau die Eigenwerte i, —i und es gilt
Ea(i) =1in{(})}, Ea(—i) =1lin{(,)}. Die geometrische Vielfachheit von i und —i ist also
jeweils 1.

17.3. Charakteristisches Polynom und algebraische Vielfachheit: Sei A € C"*"
eine Matrix. Das charakteristische Polynom x4 von A ist gegeben durch

pa(A) =det (A —\,,), XeC.

Das charakteristische Polynom ist ein Polynom vom Grad n (wg. 16.8).

Ein A € C ist Eigenwert von A genau dann, wenn A Nullstelle von p4 ist (vgl 16.2(e) und
17.2(a)).

Definition: Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes A von A ist die Vielfachheit
von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms p4.

Bemerkung: Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes ist immer < seiner alge-
braischen Vielfachheit.

Sind Aq, ..., Ay die verschiedenen Eigenwerte und mq, ms, ..., my die jeweiligen algebrais-
chen Vielfachheiten, so gilt m; +mg + ... +my = n (vgl. 5.4, HM I).

Beispiele: (1) Der Eigenwert 1 von I,, hat algebraische und geometrische Vielfachheit n:
Esist £y, (1) = C" und py, (A) = det (I, — AL,,) = (1 — \)™.
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(2) In Beispiel 17.2 haben ¢ und —i jeweils algebraische und geometrische Vielfachheit 1.

Es ist pa(A) = det ( ? :i ) =224+ 1=\—9)(\+1).

(3) Der Eigenwert 1 der Matrix A = (1)
geometrische Vielfachheit 1: Es gilt pa(A) = (1 — X)? = (A — 1)?2 und E4(1) =

Kern ( 8 (1) > =lin{(;)}.

1 > hat algebraische Vielfachheit 2 und

17.4. Ahnliche Matrizen: Zwei Matrizen A, B € C™" heiBen dhnlich, falls es eine
regulire Matrix S € C™" gibt mit B = S71AS.

Bemerkung: (a) Es gilt dann A = SBS™!, denn

SBS' = S(STTAS)S™t = (SSTH) A(SS7Y) = A,
=1 =1

dh auch B, A sind dhnlich.

(b) Sind A, B ahnlich und B, C éhnlich, so sind auch A, C' dhnlich, denn B = S~'AS und
C = R™'BR implizieren

C=R'STASR = (SR) 'A(SR)

und mit S und R ist auch SR regulér.

(¢) Ahnliche Matrizen haben dieselbe Determinante und dieselben Eigenwerte mit densel-
ben algebraischen und geometrischen Vielfachheiten. Ist namlich B = S~1AS, so gilt

det (B) = (det (S)) 'det (A)det (S) = det (A)
und
pe(\) =det (STTAS — A1) =det (S™H(A — AI)S) = det (A — XI) = pa(N).

Also sind Eigenwerte und algebraische Vielfachheiten gleich. Weiter gilt fiir jeden Eigenwert
A von A:

Ea(\) = {f€C: A7 =\i} = {F € C": STAT = \S~'7}
= S{yeC": 8 ASy = \y}) = S(Ep(N),

S
B

wobei wir ¥ = Sy geschrieben haben. Umgekehrt gilt Ez(\) = S~ (Ea(N)). Da S reguldr
ist, haben F4(\) und Eg()) dieselbe Dimension.
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Skizze:

c 4 cr
S 1 LS
c 2 cr

Man kann die Skizze so interpretieren, dass die zur Matrix A gehorige lineare Abbildung
Z — AZ in der durch die Spalten der regularen Matrix S gegebenen Basis durch die Matrix
B dargestellt wird.

1 3 0 2 1
bl ) und S7'AS = B. Also sind A, B dhnlich.

Beispiel: Sei A = ( 31 ) und B = ( 40 ) Die Matrix § = ( ! _11 ) ist regular.

. -1 _ 1
Es gilt S —2(1 1

Ist w4 die lineare Abbildung ¥ — AZ, so wird ¢ bzgl. der Basis G), (711) durch die Matrix

B dargestellt, dh ¢ streckt in Richtung von (}) um den Faktor 4 und in Richtung (_11) um
den Faktor 2.

Anwendung: Gegeben sei das lineare Differentialgleichungssystem

#(t) = 3w(t) +y(),
y'(t) = w(t)+3y().

Setzt man (Z(t)) =5t (2(?), so erhilt man

't "(t t t
(ul( )) — S—l (x,( )) — S—lA(x( )) — S—IAS (U( ))’
v'(t) y'(t) y()) > \o(t)
also das entkoppelte System «'(¢t) = 4u(t), v'(t) = 2v(t), welches sich leicht 16sen lasst:
u(t) = ae®, v(t) = be?. Die Losungen des urspriinglichen Systems erhdlt man dann durch

i) =5(n) = (oo ") vem

Die eindeutige Losung zum Anfangswert (?‘jggg) = ((1)) ist wegen (ng) = (é) <~ a=0b=

1/2 also gegeben durch z(t) = (e + €**)/2, y(t) = (e* — e*)/2 fir t € R,

17.5. Die Spur einer Matrix: Fir A = (aj;);, € C**" definiert man die Spur von A
durch

n

Spur(A) = Z aj;,

Jj=1

dh als Summe der Diagonaleintrage.
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Satz: (a) Fir A,C € C"*" gilt Spur(AC) = Spur(CA).

(b) Ahnliche Matrizen haben dieselbe Spur.

(¢) Ist pa(N) = (=1)"A" 4+ a1 A" ' 4+ ... + a1\ + ao das charakteristische Polynom der
Matrix A € C"™" so gilt a,_1 = (—1)""!'Spur(A) und ao = det (A).

Beweis. (a) Gilt C' = (cgi)u, so ist AC = (3 ;_, ajucr); und CA = (Z;;l 1@k )ik, also

n

Spur(AC) = 2”: <Zi:ajkckj) = Z (ickjajk) = Spur(CA).

j=1 k=1
(b) Unter Verwendung von (a) gilt fiir eine regulare Matrix S:
Spur(S~tAS) = Spur(SS~A) = Spur(A).
=C

(¢) ap = pa(0) = det (A —0-1) = det (A). Aussage iiber a,,_; ohne Beweis (n = 2 siehe
unten, man kann einen Induktoinsbeweis thren und z.B. det (A — AI) nach der ersten Zeile
entwickeln). O

.. e 4 (ad :
Beispiel: Fiir A = ( e d > gilt

a— A b

pal) =10 g

‘:ad—bc— (a+d) X+ M\
—— \ ,
=det(A) =Spur(A)

Hier sind die Eigenwerte von A sogar durch det A und Spur A eindeutig bestimmt.

17.6. Diagonalisierung von Matrizen: Eine Matrix A € C™*" heiflt diagonalisierbar,
falls sie dhnlich zu einer Diagonalmatrix D ist, dh falls es eine regulare Matrix S € C**"
so gibt, dass ST'AS eine Diagonalmatrix ist.

Beispiel: Nach dem Beispiel in 17.4 ist A = ( 3 1 > diagonalisierbar.

1 3

Bemerkung: Auf der Diagonalen von D miissen dann die Eigenwerte von A stehen, gemafl

d 0 - 0

ihrer algebraischen Vielfachheit wiederholt. Ist namlich D = 0 ' C , SO ist
P (|
0 --- 0 d,

jedesd € {d; : j =1,...,n} ein Eigenwert von D mit algebraischer Vielfachheit = Anzahl
der j € {1,...,n} mit d; = d. Der Eigenraum zu d ist

Ep(d) =Kern (D —dI) =lin{e; : j € {1,...,n},d; = d},
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also stimmt die geometrische Vielfachheit von d mit der algebraischen Vielfachheit tiberein.
Ende Di

06.05.14
Satz: Eine Matrix A € C™*" ist genau dann diagonalisierbar, wenn fiir jeden Eigenwert

von A geometrische und algebraische Vielfachheit iibereinstimmen.

Eine entsprechende Matrix S erhélt man folgendermaflen: Man wahle in jedem Eigenraum
eine Basis und schreibe die Vektoren als Spalten 51, 55, .. ., 5, in eine Matrix S. Ist A; der
Eigenwert zum Eigenvektor 5}, so erhalt man AS = SD, wobei D die Diagonalmatrix mit
A1, Ag, ..., A, auf der Diagonalen ist (die Matrix SD hat die Spalten A;57, AaSa, ..., ApSy).
Die Matrix S ist regular und es ist S™tAS = D.

2 11
Beispiel: Wir betrachten A= | 1 2 1 |. Es gilt
11 2
2— A 1 1
paA)=det(A-X)=| 1 2-Xx 1 |=-A=-4)N\-1)%
1 1 2—-A

also ist 4 Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 1, und 1 ist Eigenwert mit algebraischer
Vielfachheit 2. Fiir die Eigenrdaume gilt

-2 1 1 1
E4(4) = Kern 1 -2 1 =lin{| 1 |}
1 1 =2 1
1 11 1 0
Es1)=Kern [ 1 1 1 | =lin{| 0 |, I
1 11 -1 -1

dh fiir jeden Eigenwert von A sind algebraische und geometrische Vielfachheit gleich und
A ist diagonalisierbar. Wir setzen

1 1 0
S = 1 0 1
1 -1 -1
und erhalten
1 1 1 1 4 0 0
S—lzg 2 -1 -1 und S7'AS=1] 01 0
-1 2 -1 0 01

Bemerkung: Folgende Eigenschaften sind ebenfalls dquivalent zur Diagonalisierbarkeit
von A € C™™:
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(a) A hat n unabhéngige Eigenvektoren, dh C™ hat eine Basis aus Eigenvektoren von A.
(b) Die Summe der geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von A ist n.

Folgerung: Hat die Matrix A € C™*™ n verschiedene Eigenwerte, so ist sie diagonalisierbar
(dann ist ndmlich fiir jeden Eigenwert algebraische und geometrische Vielfachheit = 1).

17.7. Symmetrische und hermitesche Matrizen: Eine Matrix A € R™" mit A = AT
heilt symmetrisch. Eine Matrix A € C™™ mit A = A* heifit hermitesch oder selbstad-
Jungiert.

Beispiele: Die Matrix A € R?*? aus dem Beispiel in 17.4 ist symmetrisch. Die Matrix

0 —2¢ \. )
(22. 0 )15‘5 hermitesch.

Satz: (a) Eine hermitesche Matrix A hat nur reelle Eigenwerte. Die Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten sind paarweise orthogonal.

(b) Jede hermitesche Matrix A 148t sich diagonalisieren, wobei die Matrix S unitér, dh
mit S* = S~!, gewihlt werden kann. Fiir reelle symmetrische Matrizen kann S € R™*"
orthogonal, dh mit ST = S~! gewihlt werden (ohne Beweis).

Beweis. zu (a): Fiir jedes ¥ € C™ gilt

(AZ|Z) = (Z|A*TF) = (¥|AX) = (AZ|Z), dh (AZ|Z) € R.
Sei A ein Eigenwert von A und 7 ein zugehériger Eigenvektor. Dann gilt
(AT7]T)

|71

M|Z)|? = (\F|7) = (AZ|Z) € R, also A = €R.

Ist u # X ein weiterer Eigenwert mit Eigenvektor ¢, so gilt
AZ|y) = (AL]y) = (AZ]y) = (£]AY) = (Z]py) = p(Z]y),

also (Z]y) = 0 wegen \ # p. O
Beispiele: Die symmetrische Matrix ( ? il)) ) lasst sich durch die orthogonale Matrix

\/Li ( 1 _11 ) diagonalisieren (siehe 17.4 und 17.6).

211
1 21
11 2

angegebene Matrix S ist nicht orthogonal. Hier reicht es nicht, die gefundenen Eigen-
vektoren auf Lénge 1 zu bringen, da die beiden Eigenvektoren zum Eigenwert 4 nicht

Die Matrix A = aus dem Beispiel in 17.6 ist symmetrisch, die dort
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orthogonal sind. Wir kénnen aber das Gram-Schmidt-Verfahren verwenden und setzen

1 1 o é
S1=—= . Fi= :
V3 2\ 4
Y R T AP (o IR N
Ci= - S2 )52 = 5 ) 83 = —=
1 1 2\ .1 A

Die Matrix mit den Spalten §, 5, 53 ist orthogonal und diagonalisiert A.

Bemerkung: Allgemeiner gilt, dass sich eine Matrix A € C"*" genau dann unitar diago-
nalisieren 1a3t, wenn sie normal ist, dh genau dann, wenn AA* = A*A gilt.

Es sei noch der folgende tiefliegendere Satz angegeben:

17.8. Satz (Jordan-Normalform): Zu jeder Matrix A € C"*" gibt es eine reguldre
Matrix S so, dass ST1AS die folgende Blockmatrix-Struktur hat

J, 0 - 0
stas=g=| " |
R
0 0 J
wobei jedes J; (Jordanblock) die Gestalt
A 10 0
0
Ji=1 " 0
A1
0 0 A\

hat, dh auf der Hauptdiagonalen steht bei J; ein Eigenwert, auf der Nebendiagonalen
stehen Einsen.

Insgesamt stehen in der Jordannormalform J auf der Diagonalen die Eigenwerte von A,
gemaf ihren Vielfachheiten wiederholt und auf der Nebendiagonalen stehen nur Einsen
und Nullen. Dabei ist die Anzahl der Einsen gerade n minus die Summe der geometrischen
Vielfachheiten aller Eigenwerte.

Bemerkung: Die Spalten der Matrix S erhélt man hier durch eine geeignete Wahl von
Basen in den Hauptrdumen Kern ((A — AI,,)"), wobei A die Eigenwerte von A durchlauft.

27



010
Beispiel (zum Hauptraum): Sei A = | 0 0 1 |. Dann gilt pa(\) = —A3, dh 0 ist
000
0 01
einziger Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 3. Es gilt A2= | 0 0 0 | und 43 =0,
000
also dim Kern (A) = 1, dim (Kern (A4?)) = 2 und dim (Kern (A4%)) = 3.

Folgerung: Sei A € C™™ und seien A, Ay, ..., A\, die Eigenwerte von A, wobei jeder
Eigenwert gemafl seiner algebraischen Vielfachheit wiederholt sei. Dann gilt

det (A) =det(J)=A;-Ay-...- A\, und Spur(A) =Spur(J) =X\ + A+ ...+ Ay,

dh det (A) ist das Produkt der Eigenwerte und Spur (A) ist die Summe der Eigenwerte.

Beispiel (zur Jordan-Normalform): Sei A = 3 ) Dann gilt pa(A) = (A —2)?, also

1 1
ist 2 Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 2. Weiter ist

Ea(2) = Kern (A — 2I) = Kern ( i ) :nn{< X )},

also hat der Eigenwert 2 die geometrische Vielfachheit 1 und s := (}) ist Eigenvektor.
Nun sucht man einen Vektor s, mit (A — 2/)5; = &) und findet §5 = ((1)) Sei nun S die
Matrix mit den Spalten s, S5. Dann haben wir

(11 L (0 1 e (21
(o) s=(T ) ss=(02)

wobei die Jordan-Normalform hier nur einen Jordan-Block hat.

17.9. Definitheit reller symmetrischer Matrizen: Sei A € R"*" symmetrisch und
q:R" - R, ¥+ #T AZ, die zugehorige quadratische Form.

A heiBt positiv definit, falls Z7 AZ > 0 fiir alle € R™\ {0}.

A heiBt negativ definit, falls #7 AZ < 0 fiir alle Z € R™ \ {0}.

A heift positiv semidefinit, falls fiir alle ¥ € R" gilt: #7 AZ > 0.

A heifit negativ semidefinit, falls fiir alle # € R™ gilt: 27 Az < 0.

A heifit indefinit, falls es Z, 7 € R™ gibt mit #7 AZ > 0 und 37 Ay < 0.

Bemerkung: Ist A = (a;x);; € R™", so gilt

n n

q(7) = iT Az = Z Z&jkxjxk fir alle ¥ = (21, x9,...,2,) € R™.

j=1 k=1
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Beispiel: Fiir A = ( 1 3

) und 7 = (21, 25) € R? gilt

T AT = 327 + 2179 + 19wy + 375 = 377 + 22129 + 325 = 227 + 225 + (31 + 72)°.
Also ist A positiv definit.

Satz: Sei A € R™*" symmetrisch. Dann gilt:

A ist positiv definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind.

A ist negativ definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind.

A ist positiv semidefinit genau dann, wenn A > 0 fiir alle Eigenwerte von A gilt.
A ist negativ semidefinit genau dann, wenn A < 0 fiir alle Eigenwerte von A gilt.

A ist indefinit genau dann, wenn A sowohl positive als auch negative Eigenwerte hat.

Beweis. Seien Ay, ..., A\, die Eigenwerte von A (geméfl algebraischer Vielfachheit wieder-
holt). Diagonalisiere A mit einer orthogonalen Matrix S: STAS = D, wobei D die Spalten
A€, ..., An@, hat. Schreibe ¥ = Sy, wobei ¥ = (y1,...,y,). Dann ist & = 0 dquivalent zu
¥ =0 und
B AT =" STASG=§"Dj=> Ny’
j=1

[

Folgerung: Sei A € R**? symmetrisch. Dann ist A indefinit genau dann, wenn det (A) < 0
ist.

A ist positiv definit genau dann, wenn det (A) > 0 und Spur(A4) > 0 ist.
A ist negativ definit genau dann, wenn det (A) > 0 und Spur(A) < 0 ist.

Beispiele: Die Matrix ( (1) é ) ist indefinit. Die Matrix ( % ; ) ist positiv definit. Die
. -2 1. . .
Matrix < 1 9 ) ist negativ definit.

Fiir groflere Matrizen kann man das folgende verwenden:

Kriterium von Hurwitz: Eine symmetrische Matrix A = (aj);x € R™" ist positiv
definit genau dann, wenn alle Hauptunterdeterminanten positiv sind, dh wenn

ay; ... Qaim
>0

aml1 -+ Omm

fir alle m =1,2,...,n gilt.
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18 Differentialgleichungen

18.1. Allgemeines: Eine Differentialgleichung erster Ordnung hat die Form

y'(t) = f(t,y(t)).

Die Vorstellung ist, dass y(t) den zeitabhéngigen Zustand eines Systems beschreibt und dass
die Gleichung angibt, wie die zukiinftige Entwicklung des Systems (infinitesimal gegeben
durch ¢/(t)) vom gegenwértigen Zustand y(¢) und dem Zeitpunkt ¢ abhidngt. Wenn man
jetzt zum Zeitpunkt ¢y den Zustand gy, des Systems gegeben hat, so sucht man eine Losung
des Anfangswertproblems

y'(t) = f(ty(t)), y(to) = o,

dh eine stetig differenzierbare Funktionen t — ¢(t), die auf einem Intervall I mit ¢y € [
definiert ist, und den Bedingungen ¢(t9) = yo und ¢'(t) = f(t, ¢(t)) fur alle t € I geniigt.
Diese beschreibt dann hoffentlich den Systemverlauf.

Beispiel RL-Kreis: In einem Stromkreis mit Widerstand R und einer Spule der Induk-
tivitdt L gilt, wenn wir die zeitabhéngige Spannung U(¢) anlegen, fiir den Strom J(¢):

d R U(t)

S J(t) = == () + —.
() =—7J(O) +—
Hier gehen wir etwa davon aus, dass zum Zeitpunkt ¢ty = 0 kein Strom flie3t, dh wir haben
als Anfangswert J(0) = 0.

Allgemeine Fragen: 1) Existenz: Hat ein gegebenes Anfangswertproblem eine Losung?

2) Eindeutigkeit: Stimmen je zwei Losungen auf dem Schnitt ihrer Definitionsbereiche
iiberein? Wenn nicht, so ist der Systemverlauf durch das Anfangswertproblem nicht ein-
deutig festgelegt!

3) Globale Losungen: Wenn 1), 2) geklart sind, wie gro8 kann man ggf. das Existenzintervall
I machen bzw. findet man Loésungen mit I = [tg, 00)?

4) Asymptotisches Verhalten: Wenn I = [ty, 00) ist, wie verhélt sich ¢(t) fiir ¢ — oo?

Wir betrachten im weiteren nur lineare Differentialgleichungen, fiir die sich 1), 2), 3) leicht
beantworten lassen. Im allgemeinen ist das nicht unbedingt so, wie die folgenden Beispiele
zeigen:

Beispiele: (a) /() = \/|y(t)|, y(0) = 0. Eine Losung ist gegeben durch ¢, (t) = 0 fiir t € R,
eine weitere durch ¢o(t) = t|t|/2, t € R. Hier hat man globale Existenz, aber keine Ein-
deutigkeit der Losung des Anfangswertproblems (Verkleinern der Existenzintervalle hilft
nicht).

(b) ¥/ (t) = 1+y(t)? y(0) = 0. Hier ist die (tatséichlich eindeutige) Losung des Anfangswert-
problems gegeben durch ¢(t) = tant, t € (=7, 5), und das Existenzintervall lasst sich nicht
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vergroflern. Dass es gerade bei 7 nicht weitergeht, sieht man dem Problem aber nicht direkt
an.

18.2. Lineare Differentialgleichung erster Ordnung: Sei I C R Intervall und seien
a,b: I — C stetig. Fiir jedes tg € I und jedes yy € C hat das Anfangswertproblem

1 2 o

genau eine Losung ¢ : I — C. Diese ist gegeben durch

t
o(t) = ety 4 A0 / e Ab(r)dr, tel,

to
. t .
wobei A(t) := [, a(r)dr fiir t € T gesetzt wurde.
Man kann nachrechnen (beachte A’(t) = a(t)), dass ¢ eine Losung ist.

Beobachtungen dazu: 1) Sind y(t), z(¢) Losungen der inhomogenen Gleichung y'(t) =
a(t)y(t) + b(t), so 16st w(t) := y(t) — z(t) die homogene Gleichung w'(t) = a(t)w(t).
Die Losung erhélt man also als y(t) = w(t) + z(t), wobei z(t) irgendeine Losung der
inhomogenen Gleichung und w(t) eine geeignete Losung der homogenen Gleichung ist.

2) Alle Losungen der homogenen Gleichung w'(t) = a(t)w(t) sind durch w(t) = ceA® mit

¢ € C gegeben (hierbei ist ¢ = w(0)). Zum einen sind dies Losungen der homogenen Gle-
ichung, zum anderen muss man einsehen, dass das Anfangswertproblem w’'(t) = a(t)w(t),
w(0) = 0 nur die Nullfunktion als Losung hat. !

3) Eine Losung z(t) der inhomogenen Gleichung erhélt man durch Variation der Konstan-
ten in w(t) = ceA®, dh durch den Ansatz z(t) = c(t)eA®:
d()e® + a(t)e(t)e™ = 2'(t) = a(t)z(t) + b(t) = a(t)c(t)e® + b(t),

also c/(t) = e~ A®p(t).
Dann ist etwa c(t) = fti e~ Ab(T)dr und 2(t) = c(t)eAt) = AW ftz e~ A0b(7), dr wie
oben.

1Skizze dazu fiir tg = 0 als Bonus: Es gilt

w(t):/o a(t)w(r)dr, also |w(t)|§/0 la(T)||w(T)| dr.

Ist nun |a(t)] < K und |w(t)] < L auf I, so erhélt man der Reihe nach

¢ 242 t 2 343
LK<t LK"t
lw(t)| < LKt, |w(t)] < KQL/ rdr = L w) < K3L/ T oar=
o 2 o 2 3!
etc, also |w(t)] < % — 0 (n — 00), und es folgt w(t) = 0 auf I.
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Beispiele: (1) Die Losung fiir den RL-Kreis in 18.1 mit Anfangswert J(0) = 0 ist nach
der Formel gegeben durch

¢
J(t) = elgt/ e%TMdT, t>0.
0 L

Ist etwa U(t) = Uy konstant (zum Zeitpunkt ¢ty = 0 wird die konstante Spannung Uy

angelegt), so erhdlt man
By

J(t) = %(1—6L ) t>0,

dh die Induktivitat L macht sich beim Anlegen der Spannung bemerkbar, der Effekt klingt
exponentiell ab und zwar umso schneller, je kleiner die Induktivitat ist.

(2) ¥/ (t) = —(sint)y(t) + sin®¢. Hier ist A(t) = cost und die Losung der homogenen Gle-
ichung ist gegeben durch y(t) = ce®*. Eine Losung der inhomogenen Gleichung erhalten
wir durch die “Variation-der-Konstanten”-Formel (wobei wir r = cosT, dr = —sin7dr
substituieren):

t
z(t) = eCOSt/ e”“7Tsin® 7 dr
0

cost
- ecost/ (r?—1)e " dr
1

= e (r? — 14 2r +2)e"

cost

1
= sin’t —2cost — 2+ 4ecost—1
—_—

Lsg. der hom. Gl
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also gegeben durch
y(t) = sin®t — 2cost — 2+ ce™!,  t € R,

wobel ¢ € C eine Konstante ist.

18.3. Gleichungen hoherer Ordnung: Viele Systeme werden durch Differentialgleichun-
gen hoherer (insbesondere zweiter) Ordnung beschrieben. Wir beschrénken uns auf Gle-
ichungen mit konstanten Koeffizienten.

Beispiel RLC-Kreis: Wir nehmen in den Stromkreis zusatzlich einen Kondensator der
Kapazitit C auf. Die an ihm entstehende Spannung ist U,(t) = 5q(t), wobei ¢ die Ladung
bezeichnet. Das fithrt zur Differentialgleichung

LJ(t) + RI(t) + éq(t) — U(#)

und nach Division durch L wegen J(t) = %¢(t) zur Differentialgleichung

70+ 2 (0) + gt = TUL),



Hier sucht man zweimal stetig differenzierbare Losungen ¢ — ¢(t).
Wenn wir die Ersetzung nicht machen, haben wir ein gekoppeltes System von Gleichungen
erster Ordnung

q(t) = J(@)

J() = —4J(t) - zea(t) + LU()

i) = (2 ) G) ()

was die Analogie zu 18.2 unterstreicht. Hier muss man ¢(0) und J(0) vorschreiben bzw.
q(0) und ¢'(0).

Satz: Sei I C R ein Intervall und b : I — C stetig. Seien n € N und ag, aq,...,a,_1 € C.
Dann hat fiir jedes tg € I und jeden Anfangsvektor (yo, y1,- ., Yn—1) € C" das Anfangswert-
problem

bzw.

YD)+ anay" V) 4 ay (t) Fagy(t) = b(t), tel
y(0) = o,
yl(o) = U,

y(nil) (0) = Yn-1

genau eine n-mal stetig differenzierbare Losung ¢ : I — C (ohne Beweis).
Ende Di

Beobachtungen dazu: 1) Sind y(t), z(t) Losungen der inhomogenen Gleichung 13.05.14
YD) + an_1y ") + .+ ary (t) + agy(t) = b(t),
so 16st w(t) := y(t) — z(t) die homogene Gleichung
YD () + an_1 ") + ..+ ary (t) + ay(t) = 0.
Die Losung erhilt man also wieder als y(t) = w(t) + z(t), wobei z(t) irgendeine Losung der

inhomogenen Gleichung und w(t) eine geeignete Losung der homogenen Gleichung ist.

2) Die Menge %, der Losungen der homogenen Gleichung ist ein komplexer Vektorraum.
Die Abbildung % — C", ¢ — (¢(to), @' (to), ..., " V(ty)) ist linear und nach dem Satz
bijektiv. Also hat %, die Dimension n. Eine Basis von % heifit Fundamentalsystem der
homogenen Gleichung.

3) Der Ansatz ¢(t) = e fiir eine Losung der homogenen Gleichung fithrt auf

3\"+an,lA”*1 +.. Fa)+ag =0,

=p(\)
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dh A € C muss Nullstelle des charakteristischen Polynoms p der Gleichung sein. Gilt

wobei A, Ao,..., Ay € C die verschiedenen Nullstellen von p mit Vielfachheiten
mi,Mma,...,mp € N sind, so ist ein Fundamentalsystem gegeben durch die m; + mq +
...+ m; = n Funktionen

Mt et L pmaTleht et pedat o yma=lodat | AR gt =LAt
Wir werden dies im Zusammenhang mit der Laplacetransformation einsehen. 2
Beispiel v (t) + 3y"(t) + 3y'(t) + y(t) = 0: Das charakteristische Polynom ist
pA) =X+ 3N +3A+1=(A+1)°,
ein Fundamentalsystem ist also hier gegeben durch et te™t, t2e .

4) Losungen der inhomogenen Gleichung werden wir mithilfe der Laplacetransformation
bestimmen.

2Will man direkt einsehen, dass dies Losungen sind, muss man beachten, dass eine mj-fache Nullstelle
von p auch Nullstelle von p’,p”, ..., p" =1 ist.
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19 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Wir schreiben Vektoren ¥ im R"™ mit den Komponenten zi,xs,...,x, als n-Tupel
T
(x1,...,2,) oder als Spaltenvektor ¥ =
Tn
x
Fiir n = 2,3 schreiben wir haufig ( 5 ) bzw. | vy
z

19.1. Konvergenz von Folgen in R": Eine Folge (Z})reny von Vektoren in R™ heifit
konvergent, falls es einen Vektor Z, € R™ gibt mit

| — Zo|| = 0 (K — o0).
Wir schreiben dann limy_,, @ = Zo oder Ty — 7o (kK — 00).

Bemerkung: Wegen [|7]|> = > " |y;|* gilt fiir eine Folge (¥4)ren in R™ mit i) =
((Zk)1, .., (Zk)n) fir jedes n € N und fiir 7, € R™

.fk—>£i"0 (k—>OO) < fur allejzl,...,n: ($k)j_>(f0)j (k-)OO)

efk

Beispiel: Sei 7}, := < Ty

)fﬁrkeN.Danngilt:E’k%(?)fﬁrk%oo.

19.2. Offene und abgeschlossene Mengen in R": Ist 7y € R” und r > 0, so heifit
K(Zy,r) ={Z e R": ||¥—Zo|| <7}

offene Kugel um Zy mit Radius 7.

Eine Teilmenge @) C R™ heifit offen, falls es zu jedem #y € @ ein (von Zy abhéngiges) r > 0
gibt mit K (Zy,r) C Q.

Beispiele: R ist offen. Offene Kugeln sind offen. Der Wiirfel (0, 1)™ ist offen.
Beweis. Wir zeigen, dass K (7, s) offen ist. Dazu sei ¥y € K(¥o,s), dh ||Zo — 90| < s.
Wir setzen r := s — ||Zp — yo|| (Idee aus Skizze) und zeigen K (7o, 7) C K (4o, s). Dazu sei
7 € K(Zy,r), dh ||Z — Zy|| < r. Dann gilt

17 = ol = |7 — T + To — Goll < (17— Zoll + |70 — Goll <7+ [I7o0 — %ll = s,

also ¥ € K(9, $). O
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Definition: Eine Teilmenge A C R™ heifit abgeschlossen, falls R™ \ A offen ist.

Satz: Eine Teilmenge A C R” ist abgeschlossen genau dann, wenn fiir jede Folge (Z%)ren
in A, die in R™ konvergiert, der Grenzwert limy 7'y wieder zu A gehort.

Beispiele: R" ist abgeschlossen. Endliche Mengen sind abgeschlossen. Abgeschlossene
Kugeln
{Z eR" . ||&— 2| <7}

sind abgeschlossen.

19.3. Stetigkeit von Funktionen: Sei D C R" nichtleer und f : D — R™ eine Funktion.

Dann gibt es Funktionen fi,..., f,, : D — R, die Komponentenfunktionen von f mit
fl(f) fl(xlw"vxn)

f(@) = flxr,...,2n) = : = : fir alle © = (21,...,2,) € D.
fmn(Z) fm(z1, .. xp)

Definition: Die Funktion f heiit stetig in &y € D, falls fiir alle Folgen (&% )gen, in D mit
Ty — X gilt: f(Z) — f(Zo).
f heift stetig in D, falls f in jedem Zy € D stetig ist.

Definition: Ein 7y € R™ heifit Hiufungspunkt von D, falls es eine Folge () gen in D\ {Zo }
gibt mit ¥, — 7y fir k — oc.

Sei ¢ € R" und 7y € R” ein Haufungspunkt von D. Wir schreiben

lim f() = ¢,

T—rT0
falls f(Zy) — C fiir jede Folge (Zy)ken in D, die gegen ¥y konvergiert. In diesem Fall ist ¢
eindeutig bestimmt.

Wie in HM T gilt dann auch hier: f : D — R™ ist genau dann in D stetig, wenn fiir alle
Zo € D, die Haufungspunkt von D sind, gilt:

/2 2
Beispiel: Sei D := {(z,y) € R* : 2 > 0} und f: D — R? f(z,y) = ( arthHz;g/Jﬂﬂ) )

Dann ist f in D stetig: sei (xo,v0) € D und ((x, yx))ren eine Folge in D mit z, — zo,
Yr — Yo. Dann gilt auch /27 + y? — /22 + y2 und (wegen z¢ > 0 und der Stetigkeit von
arctan) arctan(yg /) — arctan(yo/zo). Also f(xk, yx) — f(xo, Yo)-

Bemerkung: Wegen 19.1 ist f stetig in #y (bzw. in D) genau dann, wenn jede Kompo-
nentenfunktion f;, j = 1,...,m, stetig in 7y (bzw. in D) ist.
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2 .2
0
Beispiele: (1) Sei f:R?> - R, f(z,y) = /(@ +y) o (zy) # (0
p (1) f f(z,y) { 0 (z,y) = (0,
Punkt (z,y) # (0,0) stetig. f ist aber in (0,0) nicht stetig, denn fiir z =y, = 1/k gilt

0) C
0) - f ist in jedem

Fanm) =S =L 40 (k5 o0
Lk Yk _in_2 Q).

(2) Sei f: R? = R, f(z,y) = { A P e 20 , wobei 8 > 1. Die

0
0  (2,y) = (0
Funktion ist in jedem Punkt (z,y) # (0,0) stetig. f ist auch (
lwy| < (22 +y?)/2 gilt

0,0) stetig, denn wegen

lyl° 2Jayl A1
= I < 250 (y—0).
| f(z,y)| R lyl”/ (y —0)

(3) Sei ¢ : R® — R™ linear. Dann ist ¢ stetig: Wegen ||¢(Z) — ¢(9)|| = ||¢(Z — ¢)|| reicht
es, Stetigkeit in ©'g = 0 zu zeigen. Fiir ¥ = (z1,...,x,) € R™ gilt

le@)] = 1> 0@l <Y lzsllo@) < 1]
j=1 j=1

Fir ||Z]] — 0 gilt also ||¢(Z)|| — 0.

(4) Kompositionen von stetigen Funktionen sind stetig. Die Addition + : R” x R* — R"
und Multiplikation R x R™ — R" sind stetig, des weiteren Skalarprodukt, Matrix-Vektor-
Produkt, Multiplikation von Matrizen, Determinante und Kreuzprodukt im R3. Auch die
auf den reguldren Matrizen erkldrte Matrixinversion ist stetig (Cramersche Regel!).

Satz: (a) f: D — R™ ist stetig in Zy € D genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0
so gibt, dass fur alle # € D mit ||Z — Zo|| < d gilt: || f(Z) — f(Zo)]] < €.

(b) Sei D offen. Die Funktion f : D — R™ ist stetig genau dann, wenn fiir jede offene
Teilmenge @ von R™ die Menge f~!(Q) (das Urbild von Q) offen ist.

Beispiel: Fiir jedes b € R ist die Menge M, := {(z,y) # (0,0) : zy/(2* + y*) < b} eine
offene Teilmenge von R, denn: D := R?\ {(0,0)} ist offen, f: D — R, f(z,y) := zy/(z* +
y?), ist stetig in D, Qy := (—o0, b) ist offene Teilmenge von R. Also ist f~1(Qp) = M, nach
dem Satz offen.

19.4. Differenzierbarkeit von Funktionen R D ] — R™: Sei f: I — R", t — f(t) =
fi(t)

n(t)

eine Funktion, wobei I C R ein Intervall ist.
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Definition: Die Funktion f heifit differenzierbar in ty € I, falls es einen Vektor @ € R”

gibt mit
t)—J(t
0= I
t—to t— 1o
In diesem Fall heifit @ Ableitung von f in to, geschrieben f’(ty) := @. Ableitungen nach
einem reellen Parameter ¢ schreibt man auch gerne mit Punkt, also f (o).

J heit differenzierbar in I, falls f in jedem ¢, € I differenzierbar ist, und f heifit stetig
differenzierbar in I oder eine C'-Funktion, falls f : I — R™ zusitzlich stetig ist.

Bemerkung: Wegen 19.1 ist f differenzierbar in ¢y [bzw. in I] genau dann, wenn jede

Komponentenfunktion f;, j = 1,...,n, differenzierbar in ¢, [bzw. in I] ist. Es gilt dann
f1(to)
f(to) = :
fn(t(J)

Auflerdem ist f : I — R” stetig genau dann, wenn alle fj I —- R, j =1,...,n, stetig
sind.

Beispiele: Sei f: I — R? f(t) = ( zg; ) gegeben durch
(1) z(t) = rcost, y(t) = rsint mit r > 0 und I = [0, 27] (Kreisrand um (0,0) mit Radius
r). Dann gilt x( ) = —rsint, y(t) = rcost, und f ist C*.

(2) z(t) = e tcost, y(t) = e tsint mit I = [0,00) (logarithmische Spirale). Dann ist
i(t) = —e'cost—e 'sint
y(t) = —e'sint+ e 'cost,

und f ist O,

(3) Wir konnen das Differentialgleichungssystem @(t) = 3z(t) + y(t), y(t) = y(t) + 3z(¢)

mittels z(t) := (zgg) schreiben als 2(t) = (31) 2(2).

19.5. Raumkurven: Eine Raumkurve ist eine stetig differenzierbare Abbildung v : I —
R"™, wobei I C R ein Intervall ist.

Meist ist I von der Form [a, b]. Die Menge (1) C R™ heifit Spur von v oder Bild von ~.

Sind v4 : I = R” und v : J — R” Kurven, so heifit v, eine Umparametrisierung von
~1, falls es eine stetig differenzierbare und bijektive Abbildung ¢ : I — J gibt, fiir die
¢~ J — I ebenfalls stetig differenzierbar ist und fiir die gilt

nt) =7(e(), tel
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Insbesondere haben v; und v, dieselbe Spur. Die Bemerkung in 19.4 und die Kettenregel
aus HM I zeigen, dass dann auflerdem gilt:

Nn(t) = 32(6(t)d(t), tel.

Ist ¢ (streng) monoton wachsend [bzw. fallend], heifit die Umparametrisierung orien-
tierungserhaltend [bzw. orientierungsumkehrend).

Eine Kurve v : I — R™ heif3t reguldr, falls 4(t) # 0 fiir jedes ¢ € I gilt. Damit ist auch jede
Umparametrisierung regulér.

Eine Kurve v : [a,b] — R™ heiit geschlossen, falls v(a) = v(b) gilt, und doppelpunktfrei,
falls 7 : [a,b) — R™ injektiv ist.

2
Beispiele: (1) Seien 71,7 : [0, 1] — R? gegeben durch v, (t) = ( i ) und Y (t) = ( ; )

Dann ist 1 regular. Wegen 45(0) = ist 75 nicht reguldr. Insbesondere ist v, keine

0
Umparametrisierung von v;, obwohl 7; und 7, dieselbe Spur haben.

@ Sei s (L1 > B (o) = (] ) wnd s (/25m/2 - B ue) = (S )
Dann haben v; und 7, dieselbe Spur. 7, ist regular und =, ist nicht regular. v, durchlauft
das Bild von 7y dreimal. Ende Di

20.05.14

19.6. Bogenlinge von Raumkurven: Ist v : [a,b] — R™ eine Raumkurve, so ist ihre
Linge (oder Bogenlinge) gegeben durch

Liy) = / 14 d.

Bemerkung: (a) L(y) dndert sich nicht unter Umparametrisierung.

(b) Eine regulare Kurve 7 : [a,b] — R™ ldsst sich nach der Bogenldnge s parametrisieren:

b(t) = / @)l dr, te fab],

ist streng monoton wachsend und stetig differenzierbar. Die Umkehrabbildung ¢
[0, L(7)] = [a, b] ist also ebenfalls C' und 7 := 7 o ¢ hat die Eigenschaft

5
1 =1 fiir alle s € [0, L(7)].
ds
Diese Parametrisierung heifit auch natirliche Parametrisierung. Haufig behéalt man den
Buchstaben v bei und schreibt einfach v(s), Ableitungen nach der Bogenlidnge s werden

iblicherweise mit Strich geschrieben.
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Beispiele: Die Abbildungen aus Beispiel 19.4(1) und (2) sind Raumkurven.

(1) Sei 7 : [0,27] = R2, 4(¢) = ( reost ) Dann gilt (vgl. 19.4):

rsint
27
)= [
0

. 2
< —rsmt ) Hdt:/ rdt = 2mr.
rcost 0

Das ist der Umfang eines Kreises mit Radius r. Die natiirliche Parametrisierung ist wegen

t t
s:/ ||ﬁ(7')||d7=/ rdr =rt
0 0

. - 9 ~, [ rcos(s/r)
hier gegeben durch 4 : [0, 27r] — R?, 5(s) = ( rsin(s/r) )

—t
(2) Fiir die logarithmische Spirale v : [0,00) — R?, y(t) = ( Z_t(sjior?: > berechnen wir

unter der Verwendung der Formel fiir 4(¢) aus Beispiel 19.4(2):

L(vy) = / e '\/(cost +sint)? + (cost — sint)2dt = \/5/ e~tdt = V2.
0 0
Hier gilt fiir ¢t > 0:
t t
s = / |v(7)]| dT = \/5/ eTdr =V2(1 —e™).
0 0

Auflésung nach t ergibt

\/5—3_10 V2
V2 PR

Die natiirliche Parametrisierung ist hier also

t = —log

)

V2-s V2

. . Y==5 cos log 6=
7:[07\/5)—>R2a 7(8):< \/\{ssinlo \/358>

8 /25

S

19.7. Richtungsableitungen: Sei D C R” offen und f : D — R™ eine Funktion.
Definition: f heift in &, € D in Richtung @ € R™\ {0} differenzierbar, falls der Limes

OF ) i g {0+ 19) = T30

%’ t—0 t

in R™ existiert. %(fo) heifit Richtungsableitung von f in Ty in Richtung v.
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Bemerkung: Da D offen ist, gibt es § > 0 mit @y + t0 € D fiir t € (—4,0). Setzt man
g(t) = f(Zo +t0), [t| < 8, so st 2L(Fy) = §(0) (vgl 19.4).

19.8. Partielle Ableitungen: In der Situation von 19.7 heiflen Richtungsableitungen von
f in Richtung der Einheitsvektoren €1, ..., €, partielle Ableitungen von f, dh

0 0
a—f(fo = a—‘_f,(fo) partielle Ableitung von f nach xj im Punkt T
Tk €k
fir k =1,...,m. Man schreibt oft auch nur f,, (Z).

Beispiele: (1) D = {(z,y,2) € R* : z > 0} ist offen. Sei f : D — R, f(z,y,2) =
e " cosy + log z. In jedem Punkt existieren alle partiellen Ableitungen, und es gilt

af of of 1

=—e Ycosy, —— =—e ‘siny, — =-—.
ox

dy 0z =z

Hier wurde jeweils in der Notation das Argument (x,y, z) unterdriickt!

: 2 (@) #(0,0)
2) Sei : R — R, f(x, = { @y? A T
@ / fe.y) 0 (z,y)=1(0,0)
tungsableitungen im Punkt (0,0). Sei 7 = (§,n) € R*\ {(0,0)} eine Richtung. Es gilt

fir t # 0:
f((0,0) +t(&,n) — f(0,0)  f({tEtn) 1 &n

Wir betrachten Rich-

t Tt Tty
Der Limes fiir ¢ — 0 existiert in R genau dann, wenn £n = 0 ist, dh genau dann, wenn
& =0 oder n = 0 ist. Also existiert g—g(O, 0) genau dann, wenn ¢ ein Vielfaches von €; oder
ein Vielfaches von € ist.
alz|' /2|y [*/2
(3) Sei f : R* = R, f(z,y) = w24y (@,y) # (0,0) . Wir betrachten Rich-
O ) (x’ y) = (07 0)
tungsableitungen im Punkt (0,0). Fiir (£,7) # (0,0) gilt hier

£(0,0) + (& m) — f(0,0) _ f(t&, tn) _ t* &€ n*?

t t 5 €24
und wir erhalten fir ¢ — 0:
O (o) - S
& m) £2 412

fiir jede Richtung (£,1) # (0,0).
Ubung: Existiert in #, die Richtungsableitung von f in Richtung ¢ und ist a € R \ {0},

so gilt of of
Hag) o) = (o).
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19.9. Differenzierbarkeit: Sei D C R” offen und f : D — R™ eine Funktion, sowie
%o € D. Idee der Differenzierbarkeit in 19.4 (und in HM I) war im Fall n = 1:

f(f) ~ f(fo) + f%f())(f - f@) fiir # nahe fo.
Dabei ist f/(Zy) € R™ = R™*! dh h +— f'(Z)h ist eine lineare Abbildung R — R™.
Definition: f heiflt differenzierbar in ¥y € D (gelegentlich total differenzierbar in Zy), falls
es eine lineare Abbildung A : R” — R™ gibt mit
S HEY  A(F— 7
1£(Z) — f(@o) — A@@ - )l _,

7l o
bzw.

In diesem Fall ist die lineare Abbildung A eindeutig bestimmt und heifit Ableitung von
[ in &y, Bezeichnung: f'(#) := A. Andere Bezeichnungen: D f(%), J;(Zo), Jacobimatriz,
Funktionalmatriz. Es ist A € R™*™.

f heilt differenzierbar in D, falls f in jedem %, € D differenzierbar ist.

Satz: (a) Ist f differenzierbar in Zy, so ist f stetig in Z.

(b) Ist f differenzierbar in #y, so existieren in Zj alle Richtungsableitungen von f und es

gilt
g_{(fo) = f'(Z)¥ fiir alle ¥ € R™\ {0}.
v

Insbesondere gilt dann

%(fo) = f'(#¥p)€, k-te Spalte von f'(Zy),k=1,...,n,
k
und o . o -
g—?(%) g—%(ﬂﬁo) %(xo)
P = (D) " = | ot m ) )
0 Oxp ) j=1k=1 : : :
Fe (o) G (d0) o (20)
Im Fall m =1 ist also
F(&) = ( I (Fy) PL(F) ... 2(@) ) € R (Zeilenvektor).

Beispiele: (1) Die Funktion f aus Beispiel 19.8(2) ist nicht differenzierbar in (0, 0), da in
(0,0) nicht alle Richtungsableitungen existieren.
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(2) Die Funktion f aus Beispiel 19.8(3) ist nicht differenzierbar in (0,0): Es gilt f,(0,0) =
0= £,(0,0). Wire f differenzierbar in (0, 0), so wiire f'(0,0) = (0 0) und somit 522 (0,0) =

a(1,1)
0. Nach Beispiel 19.8(3) ist aber 55(0,0) = 1/2 # 0.

Zlz|1/242
(3) Die Funktion f: R? = R, f(z) = |962‘+y2y (@,y) #(0,0) ist in (0,0) differenzier-
0 ,(J?,y) = (070)
bar: Zunachst berechnen wir f,(0,0) = 0 und f,(0,0) = 0. Unser Kandidat fir A € R'*?
ist also A := (0 0). Nun schétzen wir ab:

|/ (x.y) = 0,0 = A _ S| _ |2y _ o <122 50

H(z) o (8)” - /—:CQ +y2 (x2 +y2)3/2 — (x2+y2)1/2 =
fiir (5;) — (7). Somit ist f in (0,0) differenzierbar, und es gilt f/(0,0) = (0 0).

(4) Sei f: R* — R™, f(Z) = BZ, wobei B € R™™_ Fiir 7, h € R gilt

f(Z+h)— f(Z) = B(f + h) — B = Bf + Bh — B = Bh.
Wir wahlen also A := B in der Definition und erhalten, dass f auf R™ differenzierbar ist
mit f'(Z) = B fiir jedes & € R". Insbesondere ist f’ : R™ — R™*" konstant.
(5)_}Sei [ R" - R, f(¥) = Z'BZ, wobei B € R™" symmetrisch sei. Dann gilt fiir
Z,h e R™
J(@+h) = f(&) = (F+h)"B(#+h) — & B& = & Bh + )/ BE+h" Bl = 2" Bl + 1" Bl

=#T Bh
Die Abbildung h — 227 Bh ist linear, und es gilt
|f(Z+h) — f(Z) — 287 Bh| = |h" Bh| < max{|A| : A EW von B} - ||A|?

(vergleiche Beweis in 17.9: Die Abschétzung ist klar, wenn B eine Diagonalmatrix ist. Ist B
keine Diagonalmatrix, so diagonalisiere B durch eine orthogonale Matrix S, dh D = STBS
bzw. B = SDST. Dann folgt:

\W"Bh| = |[R"SDSTh| = |(STh)D(STh)| < max{|\| : A EW von D} - ||STh|?
— max{|A| : A\ EW von B} - |||
wegen [[STh|| = ||A]l.)
19.10. Kriterium fiir Differenzierbarkeit, stetige Differenzierbarkeit: Sei D C R"

offen und f: D — R™ mit Komponentenfunktionen fi,..., f,, : D — R.

Definition: f heifit in D partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen STfZ auf D
existieren, und stetig partiell differenzierbar in D, falls die partiellen Ableitungen zuséatzlich

auf D stetig sind.
Satz: Sei f in D partiell differenzierbar und 7y € D. Sind alle partiellen Ableitungen STJZ
stetig in Xy, so ist f in 7y differenzierbar.
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Definition: Eine stetig partiell differenzierbare Funktion f : D — R™ heifit stetig dif-
ferenzierbar, geschrieben f € C'(D,R™).

Beispiel: Fiir die Funktion f aus Beispiel 19.8(2) gilt f, = %2)22"”23’ und f, =
e )2 anf B2\ {(0,0)}. Also ist f € CY(R?\ {(0,0)},R).

19.11. Ableitungen hoherer Ordnung: Sei D C R"” offen und f : D — R. Existiert die
partielle Ableitung 0f/0xy, so kann 0f /0xy : D — R wieder partiell differenzierbar sein.
Man gelangt so gegebenenfalls zu partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

o of
8.1'1 81’k( )

Entsprechend werden (falls vorhanden) Ableitungen héherer Ordnung definiert.

. . 3
Schreibweisen: yan;y = faay etc.

Definition: Sei £ € N. f : D — R hei8t k-mal stetig (partiell) differenzierbar, falls alle
partiellen Ableitungen von f der Ordnung < k auf D existieren und dort stetig sind.
Bezeichnung in diesem Fall: f € C*(D,R).

f: D — R* heiit k-mal stetig differenzierbar, f € C*(D,R™), falls fiir alle Komponenten-
funktionen f;, j =1,...,m gilt: f; € C*(D,R).

Satz von Schwarz: Ist k¥ € N und f € C*(D,R), so sind partielle Ableitungen einer
Ordnung < k unabhéngig von der Reihenfolge der Differentiationen.

Beispiel: Fiir die Funktion f aus Beispiel 19.8(2) existieren partielle Ableitungen beliebiger
Ordnung in R?\ {(0,0)}. Also ist f € C*(R?\ {(0,0)},R) fiir jedes k € N. Man schreibt
dafiir auch f € C*(R*\ {(0,0)},R).

19.12. Der Gradient: Ist D C R” offen und f : D — R partiell differenzierbar in D, so
ist der Gradient von f in oy € D der Vektor der partiellen Ableitungen in 7y, also
51; (fo)
grad f (%) = '
%(fo)

Man schreibt statt grad f(Zy) auch V f(Zy) (“Nabla f7), wobei der Vektor
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als Differentialoperator verstanden wird, der auf die reellwertige Funktion f wirkt und
daraus die vektorwertige Funktion V f : D — R"™ macht.

Bemerkung (Zusammenhang mit der Ableitung): Ist f : D — R in D differenzier-
bar, so gilt fiir ¥y € D:

grad f(Zo) = f'(Zp)" e R =R"
(beachte f'(Zy) € R™*™).
Satz: Sei f : D — R in &, € D differenzierbar und grad f(iy) # 0. Dann gilt fiir jeden
Vektor ¢ € R"™ mit ||0]] = 1:

~llgrad f(Zo)ll < 55(70) < [lgrad f(o)l].
Dabei gilt Gleichheit rechts genau dann, wenn v = grad f(%)/||grad f(Zo)|| ist (dh “der
Gradient zeigt in Richtung des stérksten Anstiegs von ).

AuBlerdem steht grad f(Zy) senkrecht auf der Niveaulinie {z € R™ : f(Z) = f(Zo)}.

Bewezs. Es ist

Of /41199 /v~ T Sy e
3_§(x0) = f/(&0)0 = (grad f(70))" 0 = (grad f (o)) - 7.
Nun verwendet man die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. ]

19.13. Kettenregel: Sei D C R" offen und f : D — R™ differenzierbar in 7, € D. Sei
G C R™ offen mit f(D) C G, und sei g : G — RP differenzierbar in o := f(Zp). Dann ist
go f: D — RP differenzierbar in Zy, und es gilt:
(90 f)(Zo) = g'(f(Z0)) f'(Zo)
—_——— —
cRpXn cRpxm cRmMmXn

(“aulere Ableitung mal innere Ableitung”).

Beispiele: (1) Sei F': R" — R differenzierbar und ¢ : I — R" differenzierbar, wobei I C R
ein Intervall ist. Dann ist F o ¢ : I — R, t — F(¢(t)) differenzierbar, und es gilt

(Fooyt) =3 oo, ter,

= a{['j
wobei ¢1,¢o,...,¢0, : I — R die Komponentenfunktionen von ¢ sind. Ist n = 3 und
()
schreibt man F'(z,y,z), ¢(t) = [ y(t) | und F(t) = F(x(t),y(t), 2(t)), so gilt

dF  OF dx L OFdy  OF d
dt Oz dt Oydt Ozdt
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(2) Sei f : R™ — R differenzierbar und B € R™™ sowie F' : R™ — R, F(Z) := f(BZ).
Dann gilt
V() = F'(&)" = (f(BX)B)" = B'(f(Bx))" = B_ (Vf)(B7).

—— \/'; —
eRm ERm n ER"

19.14. Der Umkehrsatz: Sei D C R" offen, f € C'(D,R"), %y € D und f'(zy) € R
regulir. Dann gibt es offene Mengen U und V mit Zy € U C D, 4, := f(Zy) € V derart,
dass f : U — V bijektiv ist und die Umkehrabbildung f=! : V — U stetig differenzierbar
ist mit .

Y@= (re@) . gev.
Bemerkung: Die Eigenschaft reguldr ersetzt hier fiir n > 1 die Bedingung f'(zq) # 0, die

im Fall n = 1 vorausgesetzt werden muss. Die Formel fiir die Ableitung von f~! erhalt
man auch aus der Kettenregel, wenn man die Gleichung

T=[(f@), TeU

nach 7 ableitet. Das ergibt

fiir jedes ¥ € U.
ACHTUNG: Der Satz besagt nur, dass es lokal eine Umkehrfunktion zu f gibt. Auf ganz
D muss dies nicht gelten!

T COS

Beispiel: Sei D := (0,00) x R C R? und f(r,p) := ( 7 sin

f € CY(D,R?), sowie

p [ cosp —rsing
f<7a790)_(SiHQD T COS (p )7 T>O>S0€R'

). Dann ist D offen und

Wegen det f'(r, ) = r > 0ist f'(r, ¢) fiir alle (r, ¢) € D regulér, und nach dem Umkehrsatz
ist f lokal bijektiv.

Andererseits ist f(r,¢) = f(r, o+ 27) fiir alle (r,¢) € D, dh f: D — R? ist nicht injektiv.
Esist f(D) =R\ {(0,0)}, aber f: D — R?\ {(0,0)} ist nicht bijektiv.

19.15. Der Satz iiber implizit definierte Funktionen:

Motivation: Die Gleichung y — 2% = 0 lasst sich eindeutig nach y auflésen durch y = 2.

Die Auflésung von « — y? = 0 nach y ist hingegen global nicht mehr méoglich.
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Fiir gegebene (g, y0) mit 9 — y2 = 0 und yo > 0 bzw. yo < 0 ist diese Auflosung lokal
noch moglich (durch y = /z bzw. y = —/z fiir (z,y) nahe (zg,yo)). Jedoch ist in keiner
Umgebung von (z, o) = (0,0) eine Auflésung durch eine Funktion moglich.

Satz: Sein > m, p:=n—m, D C R" offen und f : D — R™ stetig differenzierbar mit
Komponentenfunktionen fi, fo,..., f,n : D — R. Wir schreiben die Variablen in R" als
(Z,y) mit & = (z1,...,2,) € RPund ¢ = (y1,...,ym) € R™, sowie

OfL (= Ofi (= | D Of 1= —
L@y . En| BaEy o @y
Ofm (= = Ofm (= A | Ofm (= = Ofm (=
%m(xﬁy) aj;p(fb,y) af?(x7y) ayLm(‘Tay)

wobei wir den linken Block als g (Z,y) € R™*P und den rechten Block als af =(7,7) € R
bezeichnen.

Ist (Zo, %) € D mit f(&o, %) = 0 und 2 (wo,yo) regulér (dh det 8f +(Zo, o) # 0), so gibt
es offene Umgebungen U von 7 und V von Yo, sowie eine stetig dlfferenmerbare Funktion
g : U — V derart, dass fiir alle 7 € U und 4 € V gilt: det g—g(f, ) # 0 und

f(@.9) =0 7= g(D),

dh durch die Funktion g : U — V ist (lokal um (&, y)) eine eindeutige Auflésung der
Gleichung f(#,7) = 0 nach ¢ gegeben (bzw. {(Z,7) € U x V : f(&,y) = 0} ist Graph der
Funktion g : U — V).

Bemerkung: Ableitungen von g kann man nach der Kettenregel aus

—

f(@,9(7) =0, TeU,

berechnen: es ist of of

also
9@ =~ (5o@.9@) GhEg@). FeU

Beispiele: (1) f : R? - R, f(z,y) = y — 2% Hier ist (xo,yo) = 1 fiir alle xg, yo mit
f(xo, yo) = 0.
(2) f:R?* > R, f(x,y) =z — y* Hier ist g—g(xo,yo) = —2yo.

. o 2 _
) Sei f 1R = B, floas) = (e

Hierist n =3, p=1, m = 2, und es gilt

%(2,0,1): ((1) _12)
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Da diese Matrix regulér ist und f(2,0,1) = (8) gilt, ist in einer Umgebung von (2,0, 1) eine
Auflésung des Gleichungssystems f(z,y,z) = (8) nach y und z (jeweils als Funktion von
x) moglich. Dh es gibt Funktionen gy, g2 : U — R, definiert auf einer offenen Umgebung U
von 2, und eine offenen Umgebung V' C R? von (0, 1) derart, dass fiir alle (z,y,2) € U x V

gilt:
e = (3) = (%) = (22).

Die Funktion g = (g;) ist dabei C! mit

v = (40) - (4 ) Heon—(3 ) (2)-(3):

(4) Man kann den Satz verwenden, um zu Parameterdarstellungen von implizit gegebenen
Flichen im R3 zu kommen. Wir betrachten als Beispiel die Gleichung 2% + 3% + 22 = 1 der
Oberfliche der Einheitskugel (dh der Einheitssphére) S?. Hier ist f : R® — R3, f(z,y,2) =
22 +y2+22—1,undn=3,p=2, m=1. Es gilt

f(z,y,2) = 2z 2y 22) fiir alle (z,y,2) € R3.

Haben wir also einen Punkt (zo, yo, 20) € S? mit 29 # 0, so finden wir offene Umgebungen
U von (zo,%), V von zy und auf U eine auflésende Funktion g(z,y) derart, dass fiir
(,y,2) € U x V gilt
(z,y,2) € S? &= z = g(x,y).

Hier kann man U, V und g konkret angeben: g(z,y) = sgn(zp)\/1 — 2% —y? auf U =
{(z,y) e R? : 22 +3y? < 1} und z.B. V = sgn (2) - (0, 00). In Punkten (z¢, o, 20) € S? mit
2o = 0 ist so eine lokale Auflésung nach z nicht moglich. Man kann dann aber zumindest
nach einer der Variablen = oder y lokal auflosen.

Als Bonus:

Beweisidee 19.15 = 19.14; Setze F(Z,7) = § — f(Z). Es ist 45(Z,9) = — f/(Z) regular.

Also kann man ¢ — f(Z) = 0 lokal nach ¥ auflésen. Die Auflosung ist f~1.

Beweisidee 19.14 = 19.15: Setze F(Z,y) = (f(gg)). Dann ist F'(Zy,4) =
L, O

( af  of ) (%o, Yo). Wegen det F'(Zo, ) = det g—g,(fo,go) # 0 ist F'(Zy, o) regulér. Setze

ot 0y
g(Z) := zweite Komponente von F~!(Z,0). Dann gilt:

i=o@ = (1) = (7)) =i« rain - (§) < 1@ =0
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19.16. Der Satz von Taylor: Sei D C R" offen, | € Ny, f € C'*1(D,R) und &, € D.
Fiir h = (hi,hay ..., h,) € R™ schreiben wir

- 0 0 0 0

h-V = h18_131+h2al’2 +hna—xn—;hja—%,
i g O Of . =, Of . .
(h-V)f(Zo) = 8x1( )+---+hn8xn($o)—jzlhyaxj(xo)—gradf@o) h

und
o, o ovpa e N Pf
E (;hjax > jz & hkal‘ Oxy,’ (h- V)" f(T0) := J;l hjhkm(%)-

Entsprechend definiert man fiir K =1,2,...,0 + 1:

o n k . n k
R = (Shigr) s G I = 3 by b (i)

]ka
j17j2 7777 ]kzl J1 J2 Ik

Beispiel: Fiir n = 2, h= (h1,he) und f € C%*(D,R) hat man also
(h-V)2f = B2 fouw + hihofuy + hohi fye + B2y = D2 fan + 2hiho fuy + 2 fyy.

Zur allgemeinen Betrachtung von (k - V)2f(i,) definieren wir die Hesse-Matriz von f in

fxle(ﬂo) o fml‘n(ﬂo) an "

H¢(%y) = = T :

s (o) : : (8:1:j0xk (x0)>j,k::1

fxnxl (fo) U fmnwn (fo)
Nach dem Satz von Schwarz ist H (%) symmetrisch, wenn f € C*(D,R). Damit ist

—

(h - V)*f(Fo) = B H(o)h.
Fir 7,y € R" bezeichne

ST = {F+1F-7): L€ 0,1}
die Verbindungsstrecke von & und 7.

Satz von Taylor Unter den obigen Voraussetzungen seien Zop € D und h € R" mit
S[Zo, Zo 4+ h] € D. Dann gibt es ein € € S[Z, Ty + h] mit

. 1

F(@oth) = FE0) )

(5-9) £ @) by (V2 F (@) g (R0) ()

I
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Bemerkung: (a) Fiir [ = 0 erhélt man einen mehrdimensionalen Mittelwertsatz.
(b) Der Ausdruck

- ! 7 . k fO
Thao(R) = f(@0) + > %

heiflt [-tes Taylorpolynom von f in y. Statt h schreibt man auch ¥ — .

(c) Fir I =1, f € C*(D,R) erhalten wir, wenn h € R" mit S|Zo, o + H] C D:

-

£+ B) = () +arad f(5) -+ L7 Hy

—

)h
fir ein Ee S[Zo, o + f_i] C D. Schreibt man 7 — ¥ statt ﬁ, S0 ist @ + h=3%.

Beispiel: Sei [ : R? —» R, f(z,y) = ¢*' 2 und (xg,y0) = (2,0). Dann ist f € C*(R* R)

und f, = eVf, f, = xef, sowie fop = €¥f, fu, = (f + f,) = (¢V + xe®)f, f,, =
zeV(f + f,) = (ze¥ + 22e®) f. Wir erhalten

f(2,0) =1, f2(2,0) = 1, £,(2,0) = 2, f2a(2,0) = 1, f2(2,0) = 3, fyy(2,0) = 6,

und damit ist das zweite Taylorpolynom von f in (2,0) gegeben durch
1
T, 20)(h1,ha) =1+ 1 hy +2hy + §hf + 3h1hg + 303
bzw., wenn man h; = x — 2 und hy = y berticksichtigt, durch

1
1+(x—2)+2y+§(3c—2)2+3(x—2)y+3y2.

19.17. Lokale Extremstellen: Sei D C R" offen und f: D — R.

Definition: f hat in ¥y € D ein lokales Mazimum [bzw. lokales Minimum], falls es ein
d > 0so gibt, dass K(%,0) C D und f(Z) < f(Zy) [bzw. f(Z) > f(Z)] fir alle & € K (Zo, d)
gilt.

Ein lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum.

Satz tiber lokale Extremstellen: Sei 7y € D.

(a) Hat f in Zy ein lokales Extremum und ist f in Z, partiell differenzierbar, so ist

grad f(Z) = 0.
(b) Sei f € C*(D,R) und grad f(Z) = 0. Dann gilt:

(i) Ist H (%) positiv definit, so hat f in Zy ein lokales Minimum.
(ii) Ist Hy(%o) negativ definit, so hat f in 7 ein lokales Maximum.
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(ili) Ist Hs(Zp) indefinit, so hat f in Z, kein lokales Extremum, sondern einen Sattelpunkt.

Beispiel fiir einen Sattelpunkt: Sei f : R? = R, f(z,y) = zy. Dann ist grad f(z,y) =
(Y) und grad f(zo,y0) = () gilt nur fiir (wo,y0) = (0,0). Fiir die Hessematrix gilt
H¢(z,y) = (1) (1) ) Diese Matrix hat eine negative Determinante und ist daher in-

definit (siehe 17.9). Somit hat f in (0,0) einen Sattelpunkt. Fiir (z,y) im ersten oder
dritten Quadranten ist f(z,y) = zy > 0, fir (z,y) im zweiten oder vierten Quadranten ist

f(z,y) = zy <O0.

Bemerkung: Trifft in (b) keiner der Félle (i), (ii) oder (iii) zu, so ist H (%) (positiv oder
negativ) semidefinit (vgl. 17.9), und es ist keine allgemeine Aussage moglich.

Nullstellen des Gradienten heiflen auch kritische Punkte.

Im Beweis von (b) verwendet man Bemerkung 19.16(c), dh

—

F(@o + ) = f(Z) + hTHy (),

—

und die Tatsache, dass man wegen f € C? ein ¢ > 0 so findet, dass H(¢) fir e K(%y,0)
dieselben Definitheitseigenschaften wie H(Z)) hat.

Alternativ kann man fiir 2 € R™\ {0} und kleine ¢ € R definieren g(t) := f(Z) +th). Dann
ist g € C? mit ¢'(t) = grad f(Zo + th) - h, ¢’(0) = 0 und

" _ - af LT _ - 82f - _ T S\
9'0) =3 (5,) @i = D Gy FMhsbe = KT Hy(E)

Verwende nun HM I.

Beispiel: D = R? f(z,y) = 23 — 12xy + 8y>. Hier gilt
fo=232"—12y, f, = —12x + 24y°.

Wir formen aquivalent um:

0 322 — 12y =0 2% = 4y vt =y
o = ()

< <~
0 —122 4+ 24y%> =0 22 =z 22 ==

y €{0,1} T { 0\ /2 }
< .
292 = x y <o)
Wir berechnen die Hessematrix

6xr —12
e = % )
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Es ist

0 -12
det Hf(0,0) = det ( 120 ) = —-24 <0,

also ist H¢(0,0) indefinit und f hat in (0,0) kein lokales Extremum sondern einen Sat-

telpunkt. Weiter ist
12 —12
Hy(2,1) = ( —12 48 )

wegen det Hy(2,1) > 0 und 12 > 0 positiv definit (siehe 17.9). Also hat f in (2,1) ein
lokales Minimum.

19.18. Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen: Sei ) # D C R” offen, f €
CY(D,R),p € Nmit p < nund h € C*'(D,RP) mit Komponentenfunktionen hy, ha, ..., h,
D — R, sowie S :={Z € D : h(Z) = 0}.

Definition: Man sagt “f hat in ¥y € D ein lokales Maximum [Minimum| unter der
Nebenbedingung h = 07, falls Zy € S gilt und es ein 6 > 0 gibt mit K(Z,d) € D
und f(%) < f(Zo) [bzw. f(¥) > f(Z)] fir alle ¥ € K(Zy,d) N S.

Zur Existenz: Eine Menge K C R" heifit kompakt, falls jede Folge in K eine Teilfolge
enthalt, die gegen ein ¥y € K konvergiert. Man kann zeigen:

K ist kompakt <= K ist abgeschlossen und beschrankt.
Dabei heifit K beschrinkt, falls es ein M € R gibt mit ||Z|| < M fiir alle ¥ € K.

Satz: Ist ) # K C R™ kompakt und f : K — R stetig, so ist f(K) kompakt und es gibt
a,b e K mit

-

f(@) < f(&@) < f(b) firalle 7 € K.
(Vergleiche mit 8.14, HM I.)

Beispiel: Seien n = 3, p = 2 und D = R?, sowie

2?2 +y? -2
r+z—1 '

f(xayaz):x‘Fy—i‘Z, h(:ﬂ,yjz):(

Dann sind f, h stetig differenzierbar auf D und
S={(z,y,2) eR®: 2® + > =2, v + 2z =1}.

Die Menge S ist abgeschlossen: fiir eine Folge (z, yx, 2x) in S mit (zx, Yk, 2k) — (To, Yo, 20) €
R3 gllt (l'o,yo, Z()) es.

Die Menge S ist beschrinkt: Sind (z,y,2) € S, so gilt 22 + 3> = 2 und somit |z| < /2.
Alsoist [z| = |1 —z| <1+ 2] < 1+v2und ||(z,9,2)]| <1/2+ (1 ++v2)2 = M.

Also ist S kompakt, und nach dem Satz gibt es @,b € S mit f(a@) < f(v) < f(g) fiir alle
ves.

52



19.19. Multiplikatorenregel von Lagrange: Seien n, D, n, f, p, h und S wie in 19.18.
Definiere die Funktion F': D x R? — R durch

F(f, /\17 AQ, ey >‘p) = f(f) + /\1h1([)_’f) + )\th(f) + ...+ )\php(lf)
fir £ € D und A\, Ag,..., A\, € R.
Satz: Hat f in @y € D ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung h = 0 und gilt

Rang /(7)) =p [W(Zo) hat vollen, dh maximalen, Rang],
——
€Rpxn
so gibt es A}, A3, ..., A) € R (Lagrangemultiplikatoren) mit

grad F(zo, A}, A9, .. ., )\2) = 0.

Bemerkung: (a) Beachte, dass die Zeilen von A'(Z;) €  RP*" gerade
grad hy (To)7, grad ho(Zp)7, ..., grad h,(Zo)T sind. Die Voraussetzung an den Rang
von I (Zy) bedeutet also, dass grad hy(Zo), grad hao(Zy), . . ., grad h, (7)) linear unabhéngig

sind.
(b) Schreibt man Zy = (29,29, ...,29), so ist die Bedingung grad F' = 0 ein Gleichungssys-
tem mit n +p Gleichungen fiir die n +p Unbekannten 9,29, ..., 2% A{ A), ... ,/\g7 namlich

(Gleichungen aus gF =0,k=1,2,...,n) und

hj(fo):(), j:1,2,...,p

(Gleichungen aus = 0, diese sind gleichbedeutend mit Z, € 5).

a,\
(¢) Zur Bestimmung der Extrema versucht man, dieses Gleichungssystem zu 16sen. Kann
man den Satz anwenden (dh sind die Voraussetzungen erfiillt), so findet man die gesuchten
Extremstellen unter den Losungen dieses Gleichungssystems. Kann man den Satz nicht
anwenden (weil es z.B. lokale Extremstellen # gibt, in denen h’(Z) nicht vollen Rang hat),
so ist dies nicht sicher!

Beispiel (Fortsetzung des Beispiels aus 19.18): Wir wissen schon, dass es @, be S gibt mit:
f hat in @ [bzw. in b] ein globales Minimum [bzw. Maximum| unter der Nebenbedingung

h =0.
Wir haben
p [ 2x 2y O
h(l’,y,Z) _< 1 O 1 )
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und Rangh/(z,y,2) < 2 ist dquivalent zu = = y = 0, was jedoch fiir (z,y,2) € S wegen
2?2 + y? = 2 nicht vorkommt. Also ist

Rang h'(z,y,2) =2 fir alle (z,y,2) € S,
und die Voraussetzungen des Satzes sind insbesondere in @ und b erfiillt. Hier ist
Flz,y, 2, A, ) =z +y+z+M@*+y> —2)+ Xz +2-1)
und
Fo=1+2 Nz + X, Fy=1+2Ny, F,=1+X, F\,=2"+y* -2, F\,=1+2—1.

Aus grad F = 0 erhélt man also Ao = —1, \; #0, 2 =0, z =1 und y = +/2 (der genaue
Wert von Ay ist nicht wichtig).

Wegen f(0,4v/2,1) = 14+ V2 ist @ = (0,—v/2,1) die Minimal- und b = (0,+/2,1) die
Maximalstelle. Der maximale Wert von f auf S ist f(b) = 1 4+ v/2 und der minimale Wert
von f auf S ist f(@) =1 — /2.

Erlauterung zum Satz (als Bonus): Wir kehren zur allgemeinen Situation zurtick, dh
n, D, f, pund h wie in 19.18, S = {Z € D : h(¥) = 0}. Weiter sei Zy € S mit

Rang 1/ (Zo) = p.

Wir zeigen, wie man S lokal in der Nahe von % parametrisieren kann. Wir setzen q := n—p
und finden p linear unabhéngige Spalten von h'(Zy) € RP*™. Dies seien 0.B.d.A. die letzten p
Spalten. Wir schreiben ¥ = (¢, 2) mit ¥ = (21, ...,7,) € RYund 2= (zg41,...,T4+p) € R?,
sowie entsprechend 7y = (7o, 2p). Dann ist dh(mo) € RP*P regular (da die Matrlx Rang p
hat), und nach 19.15 gibt es offene Umgebungen U C R? von ¢y, V' C RP von 2 und eine
C!'-Funktion g : U — V mit g(o) = Z so, dass fiir alle (¢,2) € U x V gilt:

Wy, z) =0 <= 7= g().

Die Funktion U — R", i+ ( (q)) ist also eine Parametrisierung von SN (U x V). Aulerdem
haben wir

g’(ﬁo)Z—(ah g ) e

E) e

Hat nun f zusétzlich in Zy = (9o, 9(%0)) eine lokale Extremstelle unter der Nebenbedingung
h = 0, so hat die Funktion U — R, ¢ — f(¥,9(%)), in ¥ eine lokale Extremstelle. Nach
Satz 19.17(a) und der Kettenregel ist also

~_ Of Of .\ 1o of ., (Oh, , \"10h,
0= 55(0) + 2@ () = 52 () — 5330 (G2(70)  5=(70).

. 1
Wir setzen A == 9L(&) (@(fo)> € R™? und haben

0z zZ
af .. ~pOh af .. of 1Oh, . ~pOh
e =N, S = ) () 5 =X 2@,
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also
(@) = XN W(Zo), baw. grad f(7) = I(Fo)" Xo.

Das ist die Aussage des Satzes.

19.20. Rotation, Divergenz, Laplace: Sei ) # D C R". Eine Funktion f : D — R
heilt Skalarfeld (auf D) und eine Funktion ¢': D — R™ heifit Vektorfeld (auf D).

Bemerkung: Ist f € C! ein Skalarfeld auf D, so ist grad f = V f ein Vektorfeld auf D.

Partielle Ableitungen schreiben wir im folgenden als

Definition: Sei ¥ : D — R" ein C!'-Vektorfeld auf D mit Komponentenfunktionen
V1, V2, ...,0, : D — R. Dann definiert man die Divergenz von v durch

divt =V -0:= 81?)1 +82’l)2 + ... +8nvn = Z(‘?jvj

j=1
und im Fall n = 3 die Rotation von U durch

Oavz — O30y
rotv: =V X v := 83v1 — 811}3
O1vg — Do

Bemerkung: (a) div ¢ ist ein Skalarfeld auf D und rot ¥/ ist ein Vektorfeld auf D.

(b) Vektorfelder mit dive = 0 heiBen quellenfrei und Vektorfelder mit rot @ = 0 heiBen
wirbelfres.

(c) Fiir C*-Skalarfelder f : D — R definiert man den Laplaceoperator durch
Af :=divgrad f :=V -V f := Zaff,
j=1

und fiir C?-Vektorfelder ¢ : D — R” durch

A?Jl
AUQ

Awv,

Beispiele: (1) Sei v : R* — R”, ¢(Z) := 2. Dann gilt div (%) = n fiir jedes ¥ € R™. Im
Falle n = 3 gilt rot ¥ = 0 auf R3.
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(2) Sei 7 : R® — R3, d(z,y,2) = x |. Dann ist rotv(z,y,z) = [ 0 | fiir alle
0 2

(z,9,2) € R3.

(3) Sei f: R®™ — R eine C?-Funktion und A € R™*" orthogonal, sowie g := f o A, dh
g9(Z) = f(AZ). Dann gilt Ag = (Af) o A:

Wir schreiben hier Dv statt ¢’ fiir die Ableitung eines Vektorfelds ¢. Es gilt dann

div ¥ = Spur (D7).
Nun haben wir nach der Kettenregel (sieche 19.13):

Ag = div(Vg) =div(AT(Vf)o A)
— Spur (D(AT (V) o A)) = Spur (ATD((V f) 0 4)
Spur (AT((D(V )) 0 A)A).

Nach Satz 17.5(a) ist dies

= Spur ((D(Vf)) 0 A) AAT) = Spur (D(Vf)) 0 A) = (div (Vf)) o A = (Af) 0 A.

=1,

Bedeutung: Ist Jf := fo A, so gilt Af = J'AJf fiir jede C*-Funktion f : R® — R, dh
A ist invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen.

(4) Der Laplace-Operator in Polarkoordinaten: Sei w = wu(z,y) eine C*-Funktion.

Wir verwenden Polarkoordinaten x = rcosp, y = rsing und schreiben v(r,p) =
. . o2 02
u(rcosp,rsing). Nun wenden wir A = 5% + 55 auf u(z,y) = v(r(z,y),¢(z,y)) an,

wollen dies aber mittels v und den Variablen r, ¢ ausdriicken. Nach Ketten- und Produk- Ende Do
tregel haben wir: 12.06.14

(1) = Uy + Vppn
O2v(r,p) = Op(v)Ts + VpTae + 0z (V) Py + VypPua
= Urp(r2)’ + UrpT2fa + Vo + VorToPa + Voo (92)” + VpPaa
Av(r,p) = vp(ree +1yy) + Urr((rm)z + (Ty)2> + 20p (T2 Pz + Typy)
FV, (Pza + Pyy) + Usoso((%>2 + (901/)2>'

Ableitungen von r und ¢ nach z und y berechnen wir aus r? = 22 + y? und tan ¢ = y/z:
2rr, =2z, also 1, =x/r=cosp, r, =y/r =sing, (r,)*+ (r,)*=1.
Weiter ist rr,, + (r,)? = 1, also

1— (r,)? 1— (r,)? 90— (r)2— (r)? 1
Tor = A, Tyy = <7ny) Tww + Tyy = (T ) (Ty) ——
T T T r
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Fiir die Ableitungen von ¢ erhalten wir

(1 +tan®p)p, = —y/2*, (1 +tan’*p)p, = 1/z
und wegen 1 + tan? ¢ = (cos )%

Y sin s 1 cosy

2
Py = —CO8" p— = ,  py =cosTp— = .
x r x r

Wir lesen ab:

Schliefilich ist

B 1 sine ) 1 cosyp B
gpm—l—goyy——coscp-gox-;+7-Tx—smg0-g0y-;—r—2-ry—0.
Zusammengefasst haben wir also
1 1
Av(r, @) = vy + ;vr + T—QUW

als Formel fiir den Laplace-Operator in Polarkoordinaten.

19.21. Rechenregeln:
Produktregeln: Seien f,g: D — R und ¢ : D — R" C*-Funktionen. Dann gilt:

V(fg) = gVf+fVyg
V-(fo) = [(V-0)+(Vf)-7
Vx(fi) = f(Vx®)+(Vf)xT (n=3)
A(fg) = (Af)g+2Vf -Vg+ f(Ag) (f,g€C?).

Zum Nachrechnen wende man die eindimensionale Produktregel aus HM I auf die einzelnen
partiellen Ableitungen an:

0j(9v0) = (0;0)¢ + ¢(9;9).

Hintereinanderausfiihrung: Sei D C R?. Sind f : D — Rund ¢ : D — R? C*-
Funktionen, so gilt:

rot (grad f) = 0, dh Vx(Vf)=0

div(rot?) = 0 dh V- (Vd) =0
rot (rotv) = V x (V x9) =graddivi — Av = V(V - 7) — Av.

Die beiden ersten Regeln folgen aus dem Satz von Schwarz.
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19.22. Potentialfelder: Sei ) # D C R™ offen. Ein stetiges Vektorfeld 7 : D — R"
heiit Potentialfeld (oder Gradientenfeld, konservatives Feld), falls ein C'-Skalarfeld (ein
Potential) f: D — R existiert mit ¥ = V f auf D.

Bemerkung: (a) Wegen 19.21 ist ein C''-Potentialfeld v : D — R3 wirbelfrei in D.

(b) Nach dem Satz von Schwarz gilt fiir ein C'-Potentialfeld v : D — R™ mit Komponenten
V1,V2,...,Un : D —R:

v'(z) =7"(®)", TeD,

——

ERan

dh fiir alle 7,k =1,...,n ist
Ojvp = Ogv; auf D.
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20 Kurvenintegrale und Integralsatze im R?

20.1. Kurvenintegrale von Skalarfeldern: Sei D C R" offen und f : D — R stetig.
Fiir eine reguldre Kurve 7 : [a,b] — D (siehe 19.5) setzt man

/f@riffwwmwMMt

(beachte, dass v(t) und 4(t) Vektoren aus R" sind).

Bemerkung: (a) Ist 4 eine orientierungserhaltende Umparametrisierung von ~y (siehe
19.5), so gilt f,y fds = fifds.

(b) Fir f = 1 ist f7 ds die Lange von v (vgl. 19.6). “ds = ||§(¢)|| dt” heiit skalares
Linienelement von ~.

(c) Ist v wie oben und setzt man p : [a,b] — D, p(t) := y(a + b —t), so durchlauft p die
Spur von 7 in umgekehrter Richtung. Diese Kurve wird auch mit —v bezeichnet. Es gilt

dann
/ fds= /fds.
— 2!
(d) Sind v; : [aj-1,a;] — D, j = 1,2,...,m, reguldre Kurven mit v;(a;) = 7v;4+1(a;), so
bezeichnet man auch v : [ag, ] — D, y(t) := 7;(t), falls t € [a;_1,a,], als Kurve. In den
Punkten aq,as, ..., a,_1 muss v nicht differenzierbar sein, dh die rechts- und linksseitigen

Ableitungen in diesen Punkten miissen nicht iibereinstimmen. Man schreibt v = v + 72 +

...+ Ym und definiert
/ fds:=)" [ fds.
Y j=1 Vi

(e) Ist v geschlossen, so schreibt man auch
/ fds= ]{ fds.
g v

20.2. Kurvenintegrale von Vektorfeldern: Sei D C R" offen und v : D — R" stetig.
Fiir eine reguldre Kurve 7 : [a,b] — D (siehe 19.5) setzt man

lﬁda—l%wmwwww

(beachte, dass y(t) und () Vektoren aus R" sind und dass - das Skalarprodukt im R"
bezeichnet).

“d§ = A(t) dt” heiit vektorielles Linienelement von 7.
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Bemerkung: Mit T'(t ME ;”

haben wir “ds' = T'(t)ds” (vgl. 20.1) und also

/U-ds?:/(ﬁ-:ﬁ)ds
0l Y

(dazu betrachte man T als Funktion auf der Spur von v, was jedenfalls geht, wenn ~
doppelpunktfrei und nicht geschlossen ist; ansonsten muss man ~ zusammensetzen wie in
Bemerkung 20.1(d)). Die Gleichung bedeutet, dass von dem Vektorfeld ¥ entlang v nur der

Tangentialanteil integriert wird.
/U-d§:—/ﬁ'-d§,
— g

dh das Kurvenintegral eines Vektorfeldes éndert bei Orientierungsumkehr der Kurve das
Vorzeichen (vgl. aber mit 20.1 Bemerkung (c)).

(2) Ist f: D — R ein C'-Skalarfeld und 7 : [a,b] — D eine Kurve, so gilt

(Tangenteneinheitsvektor an die Kurve v im Punkt ~(t))

Beispiele: (1) Es gilt

/ Vf-d3= f(3(6)) — flx(a)).

~

Das liegt an

(VHE)T
und dem Hauptsatz (aus HM I):

fo) - o) = [ o)

(3) Sei v: R? — R?, o = () und y(t) == (<)), t € [0,27]. Dann ist §(¢) = (")
und
—sint —sint
/ g:/ sm) (Yoo
0 cost cost
Sei ' : R?\ {(0,0)} = R?, w(z,y) = ( ;;/(;g:y ). Auch hier gilt ]13711612 ]1)41

/w d§:/ (—smt) (—smt) &t = 2.
0 cost cost

20.3. Gebiete und einfach zusammenhingende Mengen: Eine Teilmenge K C R"
heifit konvez, falls fir je zwei Punkte ¥,y € K gilt: S[Z,y] C K (S[Z,y] ist die
Verbindungsstrecke von # und ¢/, siehe 19.16).
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Beispiele: K (0,1) ist konvex, K (0,1)\ {0} ist nicht konvex.

Definition: Sind %y, 71, ..., 7, € R", so heifit
S[fo,fl, . ,fm] = S[fo, fl] U S[fl, fg} Uu...U S[fm_l, fm
Streckenzug durch o, Z1, ..., Tm.

Ein Streckenzug ist eine Kurve im Sinne von 20.1 Bemerkung (d).

Definition: Eine offene Teilmenge G C R™ heifit ein Gebiet, falls es zu je zwei Punkten
Z,y € G einen Streckenzug S|[%y, Z1, ..., Ty C G gibt mit ¥y = & und &, = ¥, dh wenn
man je zwei Punkte aus G durch einen ganz in G liegenden Streckenzug verbinden kann.

Beispiele: Ist G offen und konvex, so ist G ein Gebiet. R™ \ {0} ist ein Gebiet. {(z,y) €
R?: z # 0} ist kein Gebiet.

Definition: Ein Gebiet G heifit einfach zusammenhdngend, wenn es fiir jeden Streckenzug
S = S[Zy, 71,...,Zn] € G mit ¥y = &, einen Punkt ¢ € G und endlich viele Kurven
Yos V1: 725 -+ W 1 [0,1] = G gibt mit S = S[y;(0),71(0), ..., 7(0), gao(0)], v;(1) = ¢ fiir
j=1,....kund S[o(t), 71 (t),y2(t), ..., (1), ()] C G fiir jedes t € [0, 1].

Dh: Man kann jeden geschlossenen Streckenzug in G zu einem Punkt zusammenziehen.

Fiir Teilmengen G' C R? bedeutet dies anschaulich: “G hat keine Locher.”

Beispiele: R? \ {6} ist nicht einfach zusammenhangend. Konvexe Mengen sind einfach
zusammenhangend.

Gibt es in G einen Punkt ¢ € G mit S[Z,¢] C G fiir jedes @ € G (solche Gebiete heifien
sternformig), so ist G einfach zusammenhéngend.

R3 \ {0} ist einfach zusammenhingend, aber R?\ {(0,0,z) : z € R} ist nicht einfach
zusammenhangend.

20.4. Kurvenintegrale und Potentialfelder:

Satz 1: Sei G C R” ein Gebiet und v : G — R™ ein stetiges Vektorfeld. Dann sind
aquivalent:

(i) v ist Potentialfeld in G.
(ii) Fiir je zwei Punkte #, 5 € G ist fv U'- ds unabhingig von der Kurve v : [a,b] — G mit

v(a) =7, y(b) = 7.
(iii) Fiir jede geschlossene Kurve 7 : [a,b] — G gilt

j{ﬁ-dgzo.
.

Satz 2: Ist G einfach zusammenhingend und ¢ : G — R" ein C'-Vektorfeld, so ist aufler-
dem aquivalent:
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(iv) Fir alle j,k =1,...,n gilt: 0;v, = Opv; auf G (Vertrdglichkeitsbedingung).

Fiir G C R? gilt also, ist G einfach zusammenhéngend und ist rot & = 0 in G, so ist ¥ ein
Potentialfeld in G.

Beispiele: (1) Sei #(z,y) = (fﬁ’l) auf G := R% @ ist konvex, also einfach zusam-
menhéangend. Hier gilt

Oyv1 = 0,(2zy) = 21 = 0,(2° + 1) = D,vy auf R%

Nach Satz 2 ist ¢ ein Potentialfeld auf R?. Berechnung eines Potentials f etwa durch den
Ansatz:

fzy) = / or(.y) do + (y) = / 2ay dr + B(y) = 2%y + B(y).

Nun muss 9, (z%y + ¢(y)) = va(z,y) = 2 + 1 sein, also 2% + ¢'(y) = 2 + 1, dh ¢'(y) =1
und etwa ¢(y) = y. Ein Potential f auf R? ist also gegeben durch f(z,y) = 2%y + .

(2) Sei W(z,y) = ( 2 hy? > fir (z,y) € G :=R?\ {(0,0)}. Dann ist @ ein C'-Vektorfeld,
22 +y?

das die Bedingung (iv) erfiillt: Es ist

y? — 22

—(1‘2 I y2)2 = 5’xw2.

8yw1 =

Fiir die geschlossene Kurve 7 aus Beispiel 20.2(3) gilt aber

/lﬁ-d§:27r.
N

Also ist w nach Satz 1 kein Potentialfeld auf R? \ {(0,0)}. R?\ {(0,0)} ist nicht einfach
zusammenhangend.

Auf z.B. {(z,y) € R? : z > 0} (was konvex, also einfach zusammenhéngend ist) ist @ aber
nach Satz 2 ein Potentialfeld und f(x,y) := arctan(y/x) definiert ein Potential.

20.5. Integration iiber Teilmengen im R?: Sei R := [a,b] x [c,d] C R? ein Rechteck.
Man erklart Integrierbarkeit und Integral fiir beschrankte Funktionen f : R — R ahnlich
wie in 10.1 und 10.2 (HM I), indem man Zerlegungen a = 2o < 21 < ... < ,, = b und
c=1yo <Y1 <...<Uypn=dund die daraus resultierenden Zerlegungen [z;_1, ;] X [yx—1, Yx],
7=1,....,n, k=1,...,m von R betrachtet. Ist f integrierbar, schreiben wir

[ s v dey

fiir das Integral.
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Satz 1: Sei f: R — R stetig. Dann ist f integrierbar und es gilt

[ senien= [ [revaa=["[ repaa.
R

Beispiel:

// ryd(z,y) = / </01xydy>dx:/01 [xy;]z;;dx:/olgdx: [%2} :i.

[0,1]x[0,1]

Definition: Ist B C R? beschrinkt und f : B — R beschrankt. Dann heifit f iiber B
integrierbar, falls es ein Rechteck R gibt mit B C R und die Funktion f; : R — R,

f(x7 y) ) (:'U7 y) e B 3 3 3
x,Y) = , integrierbar ist. Man setzt
pleay = { TGV TG R s

/fxy (z,y) /fozy (z,9).

Satz 2: Ist f: B — R stetig, wobei

B :={(z,y) 1z € [a,b],y € [c(x),d(z)]}

und ¢, d : [a,b] — R stetige Funktionen sind, so ist f iiber B integrierbar und

/ f(z,y) d(a:,y)z/ab( C:l:)z)f(x,y)dy> dz.

Entsprechendes gilt, wenn die Rollen von x und y vertauscht werden, dh fiir Mengen

C={(x,y):y € e, d],x € [a(y),b(y)]},

wobei a,b : [¢,d] — R stetig sind. Es ist dann
d b(y)
/ fx,y)d(z,y) = / ( fz,y) dl“) dy.
5 c a(y)

Beispiele: (1) Sei B := {(z,y) : x,y > 0,2% + y* < 1}. Dann ist

1 Vi—z? 1 1 1 1
//xd(:c,y):/ / xdyd:c:/ V1 —x2dx = [——(1—:52)3/2 ——
o Jo 0 3 o 3

B
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(2) Sei B :={(x,y) :y > 0,22 + y*> < 1}. Dann ist

//d(x,y):/11</omdy)dx:/llmdx:g

der Flacheninhalt von B.

Bemerkung: (a) In Satz 2 ist B abgeschlossen. Integriert man nur iiber die offene
Menge

inn (B) :={(x,y) :a <z <be(x) <y<d)},
(das Innere von B), so dndert sich das Integral nicht (f ist aber als stetig auf B vorausge-
setzt!).

(b) Lésst sich eine abgeschlossene Menge A schreiben als A = U;.lzl A;, wobei jedes A; von
der Form der obigen Mengen B oder C' ist und inn (A;),inn (As),...,inn (A,) paarweise
disjunkt sind, so gilt fiir stetiges f : A — R:

[[ 1yt = Z [ st

(c) Wir werden im folgenden tiber Gebiete G C R™ integrieren. Die Funktionen f werden

stetig sein auf B

G :=GUOIG,
wobei G (der Rand von G) die Menge aller Randpunkte von G ist. Dabei heiit ein & € R”
Randpunkt von G, falls K(Z,e) NG # 0 und K(Z,¢) N (R"\ G) # 0 fiir jedes ¢ > 0 (“in
jeder Umgebung von 7 liegen Punkte aus G und Punkte aus R™ \ G”). Die Menge G ist
abgeschlossen.
Beispiele: Es gilt etwa 0K (Zy,r) = {Z € R" : || — Zy| = r} und O(R"™ \ {0}) = {0}. Fiir
G = inn (B) von oben gilt

0G ={(z,y) : x € [a,0],y € {c(z),d(2)}}U{(a,y) : y € [c(a),d(a)]}U{(b,y) : y € [c(b), d(D)]}.

20.6. Gauflscher Integralsatz im R?: Sei G C R? ein Gebiet so, dass sich Bemerkung
20.5(b) auf G anwenden lisst. Der Rand G von G bestehe aus endlich vielen reguliren
Kurven vy, ..., vm so, dass v := 71 +. ..+, (im Sinne von Bemerkung 20.1(d)) geschlossen
und doppelpunktfrei ist und OG als Spur hat. Die Orientierung von ~y sei so, dass G “links
von 7 liegt”. In dieser Situation schreibt man statt fv suggestiv auch 3%0.

Satz: Sei D C R? offen mit G € D und 7= (*!) € C'(D,R?). Dann gilt:

v2

fggﬁ‘ 5= / / (Or0s(w,9) = Dovn (2, ) dlz, ).
G

Bemerkung: Manchmal wird auch §, ., vi(z,y) dz+vy(x, y) dy statt ¢, U- ds geschrieben.
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Wir betrachten den Fall eines offenen Rechtecks G = (0, b) x (0, d) und parametrisieren die
vier Seiten jeweils durch die Bogenlange. Dann ist

b d b d
j{ v-ds = /vl(x,O)dx—i—/ vg(b,y)dy—/ vl(x,d)d:c—/ v2(0,y) dy
oG 0 0 0 0

- /Od s (b, y) — va(0,y) dy — /Ob vi(z,d) — vi(,0) da

J
-~ -~

:fob O1v2(z,y) dx :fod O2v1(,y) dy

= [ (orste) - tus(w.0) e )
G

Bemerkung: Der Satz ist formuliert fiir Gebiete G mit einer geschlossenen Randkurve, dh
G ist hier einfach zusammenhéngend. Gebiete GG, die nicht einfach zusammenhéngend sind,
kann man in einfach zusammenhangende Gebiete “zerschneiden”. Dabei beachte man, dass
sich die Kurvenintegrale iiber die “Schnittlinien” beim Zusammenaddieren wegheben. Der
Satz gilt also auch, wenn G so ist, dass sich Bemerkung 20.5(b) auf G' anwenden lisst, und
der Rand OG aus endlich vielen disjunkten geschlossenen Kurven im Sinne von Bemerkung
20.1(d) besteht.

20.7. Stokesscher Integralsatz im R?: Seien G, 0G, D und ¥ wie in 20.6. Die rechte
Seite im Satz lasst sich schreiben als

é/(VX s )-ggd(x,y).

Bemerkung: Hier kann in der dritten Komponente statt 0 auch eine beliebige Funktion

CY(D,R) stehen.
v3 € C"(D,R) stehen Ende Do

26.06.14
20.8. Divergenzsatz im R?: Scien G, 0G, D wie in 20.6 und sei @ = (g;) e CY(D,R?).
Der Rand OG sei parametrisiert durch ¥(s) = (;8), 0 < s < L (dh also bzgl. der Bo-
genléinge). Dann ist 7/(s) = T(s) = (z/(sg) und [|T'(s)|| = 1. Setzt man N(s) := (yl(s) ), so

Y'(s —z/(s)
ist N(s), T(s) ein Rechtssystem in R% Da G “links von +” liegt, ist N(s) senkrecht auf
OG und nach auflen gerichtet (dufere Einheitsnormale).

Setzt man v := (_w“f), so erhalt man aus 20.6:

nguT~]\7ds://(V~zﬁ)d(:c,y).

Wegen v; = —wsy und vy = w; ist namlich
7-ds=0-Tds=w-Nds

und Ovy — O = Oywy + Daws.



Bemerkung: In faGu_f . Nds wird der Anteil des Vektorfeldes @ in #uBerer Normalen-
richtung aufintegriert. Das Integral ist also der Fluss des Vektorfeldes durch 0G (aus G
heraus). Die Divergenz V - ist ein Ma$ fiir die Quelldichte des Vektorfeldes.

Insbesondere gilt: Ist @ quellenfrei in D (dh V - @ = 0 in D), so ist §, @ - Nds = 0 fiir
alle G wie in 20.6 mit G C D (und umgekehrt).

Beispiel: Sei r > 0 und G := {(z,y) : 2? + y* < r?}. Wir parametrisieren 0G = {(z,y) :
22 +y? = r?} durch y(t) := (7%*)), ¢ € [0, 27]. Anhand einer Skizze ist klar, dass N(y(t)) =

rsint

(Cf)St) bzw. N(x,y) ( Ve ) fir (z,y) € 0G.

sint /:1:2+ 2
[ Parametrisieren wir nach der Bogenlinge, so ist J(s) = (:Z?If((j?:))), s € [0,2mr], und
71(s) = ) = (017 sowie N(s) = (677) |

Das Vektorfeld sei gegeben durch w(z,y) = (;z) Dann gilt @ € C'(R? R) und

j{zﬁi\?ds = / V- -dd(z,y) = //y+2 (x,y)
oG

= // y+2)dydm—4/ Vr? —x?dx.

VrZ—g2

Wir substituieren x = r&, dx = r d§ und erhalten

1
j{ u7~]\7d3—47’2/ V1 —E2dé = 2mr.
oG -1

20.9. Greensche Formeln: Seien G, G, D wie vorher und f € C*(D,R), g € C'(D,R).
Dann gilt die 1. Greensche Formel:

jéog(% o= é/ (987 + V- V) d(a.y).

Zum Beweis sei w := gV f in 20.8. Man beachte ¢V f - N = gaN und
Vi =V-(gVf)=Vg-Vf+9(V-V[f)=Vg-Vf+g(Af)
(Produktregel aus 19.21).

Sind f,g € C*(D,R), so gilt die 2. Greensche Formel:

$ (s -12) d—// 9AT — JAg) d(z.).
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Zum Beweis subtrahiere von der 1. Greenschen Formel die Formel, in der die Rollen von f
und ¢ vertauscht sind.

Beispiel: (1) Seien G, 0G, D wie in 20.6 und v € C*(D,R) mit Au=0in G und u = 0
auf 0G. Mit f = g = u in der ersten Greenschen Formel erhélt man

/ Vu-Vud(z,y) = 0.

€
Da Vu - Vu = [|[Vu|? > 0 stetig in G ist, folgt |Vu(z,y)|| = 0 fir alle (z,y) € G und
weiter Vu(z,y) = 0 fiir alle (z,y) € G.

Mit der folgenden Bemerkung erhélt man, dass u auf G konstant ist. Da u stetig ist, ist u
auch auf G konstant. Da nach Voraussetzung aber u = 0 auf G C G ist, folgt u = 0 auf
G.

Bemerkung: Ist G ein Gebiet und u € C*(G,R) mit Vu = 0 in G, so ist u auf G konstant.

Begriindung: Zu je zwei Punkten #,y € G findet man eine Kurve v : [0,1] — G mit
7(0) = Z und J(1) = ¢. Nach Beispiel 20.2(2) ist

ul(@) — u(@) = u(3(1)) — u(3(0)) = / Vi d5=0.

”
Hat man ein u € C?(D,R) mit Au =0 in G und g—}% = 0 auf 0G, so folgt genauso, dass u
auf G konstant ist, aber z.B. u = 1 ist auch eine Losung.

Beispiel: (2) Seien u, € C*(D,R) mit o(r,y) = 0 fiir alle (z,y) ¢ G. Dann ist auch
Vo(z,y) = 0 fiir alle (z,y) € G somit ¢ = 0 und 22 = 0 auf G. Aus der zweiten
Greenschen Formel erhalten wir

[ @iy = [[uap ey
G G

(vergleiche partielle Integration).

24

0]

20.10. Bemerkung: Die Sitze in 20.6-20.8 gelten auch, wenn statt C! auf D nur voraus-
gesetzt wird:

Das Vektorfeld @ (bzw. ) ist auf G stetig differenzierbar und die Komponentenfunktionen
sowie ihre partiellen Ableitungen lassen sich stetig auf G fortsetzen. Man schreibt dafiir:

v,w € CYG).
Entsprechend wird definiert: f € C?(G,R), falls f € CZ(_G,R) ist und sich f und alle
partiellen Ableitungen der Ordnung hochstens 2 stetig auf G fortsetzen lassen.
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21 Oberflachenintegrale und Integralsitze im R’

Wir beschiftigen uns zunichst mit Volumenintegralen im R3 bzw. gleich allgemein mit
Integralen im R™ (vgl. mit 20.5).

21.1. Integrale iiber Teilmengen von R™: Sei Q) := [ay, b1] X [ag, ba] X ... X [an, b,] ein
Quader im R™ und f : Q — R beschrankt. Man erklart Integrierbarkeit von f und das
Integral von f dber @ &hnlich wie in 10.1 und 10.2 (HM I). Dabei muss man jedes der

Intervalle [a;, b;], j = 1,2,...,n, zerlegen:
aj = 2j0 < Zj1 < oo < Zm() = by,

und Supremum und Infimum von f auf den “kleinen” Quadern

n

[Tk -1 20

j=1
betrachten (hierbei ist k(j) € {1,2,...,m(j)} fir jedes j = 1,2,...,n).

Ist f iber () integrierbar, schreibt man

/ flzy, @, .. ) d(x, 29, ..., 2p)
Q

fiir das Integral und im Falle n = 3 auch

] #evdten.)
Q

Satz: Ist () wie oben und f : () — R stetig, so ist f iiber () integrierbar und

/Qf(lﬂl,---,$n)d($1,---,$n):/:1(---( ainf(xl,...,xn)dxn)...)dxl,

wobei die einzelnen Integrationen rechts in beliebiger Reihenfolge ausgefiithrt werden
konnen.

Bemerkung: Sei B C R" beschrankt. Die Definition in 20.5 fiir Integrierbarkeit und
Integral beschrinkter Funktionen f : B — R gilt entsprechend (es ist nur “Rechteck R”
durch “Quader ()" zu ersetzen; Integrierbarkeit und Integral sind unabhéngig von dem

Quader @ mit B C Q).

Der folgende Satz gilt analog auch in hoheren Dimensionen.
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21.2. Integration iiber projizierbare Teilmengen von R3: Sei B C R? von der fol-
genden Form:

B ={(x,y,2) € R’: (2,y) € Bo, g(x,y) < 2 < h(z,y)},
wobei g, h : By — R stetig mit g < h und
By = {(z,y) €R? : 2 € [a,b], u(x) <y <v(z)}

mit u, v : [a,b] — R stetig.

Ist dann f : B — R stetig, so ist f iiber B integrierbar und es gilt

// fla,y,2) d(z, y, 2) :/b(/u(;) (/g:;y)f(x,y,z) dz) dy) dz.
J ,

Bemerkung: (a) Die Rollen von z,y, z konnen vertauscht werden (vergleiche Satz 2 in
20.5).

(b) Fiir f =1 erhilt man das Volumen vol(B) von B.

Beispiele: (1) Sei r > 0 und
B ={(v,y,2) s a” +y* + 2> <%}

(Kugel um 0 mit Radius r). Mit a = —r, b = 7, u(z) = —Vr? — 22, v(z) = V7% — a2,
r2 — (22 +y?), h(z,y) = \/r? — (22 + y?) erhalten wir

N/l x2+y VirZ—z2
/// d(x,y,z):/ / / dzdydx:/ / 2y/r? — (22 + y?) dy dz.
v ) r2— (w2+y —rJ—Vr2—z?
B

Wir substituieren im inneren Integral y = /12 — 221, dy = v/r?> — 22 dn und erhalten

Vri—a? 1
/ 7’2_(3;2+y2)dy:2(r2_$2)/ /1—772d77:7T(7’2—:L’2).
B s 1
Somit ist
" 2 3qr dr 4
vol(B)=n [ (r*—2a%)de=m [7«3;_3} _37a
- Ende Di
(2) Sei 01.07.14

B:={(x,y,2):0< 2+ <z <1}

Wir berechnen

2

/B//ld(:c,y,z)Z/Ol(/_\/;</_;1dy>dx>dz:/01< // Ld(a.9)) dz

{(y):a?+y?<z}
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Das innere Integral ist der Flacheninhalt eines Kreises mit Radius /z. Dieser Kreis ist der
Schnitt durch B mit festgehaltener z-Komponente. Wir erhalten somit

///1d(x,y,z) :/Olﬂzdz:g

Bemerkung (Prinzip von Cavalieri): Fiir B C R? der Form

B={(z,y,2): z € [a, 8], (z,9) € B(2)}

/B//d(x,y,z):/ab/B(z)dx

Hierbei ist B(z) der Schnitt durch B mit festgehaltener z-Komponente.

gilt allgemein

Bemerkung: Wir werden im folgenden iiber beschrinkte Mengen im R? integrieren, die
sich dhnlich wie in Bemerkung 20.5(2) in endlich viele Gebiete der Form B (mit eventuell
vertauschten Rollen der Koordinaten) zerlegen lassen. Wir nennen solche Mengen Integra-
tionsbereiche.

21.3. Transformationsformel: Sei B C R™ beschriankt und abgeschlossen (meist ist
n = 2 oder n = 3 und B ein Integrationsbereich) und U O B ein Gebiet. Sei ¢ : U — R
stetig differenzierbar und injektiv mit det &' # 0 auf U, sowie A := ®(B) und f: A - R
beschrankt.

Bemerkung: Nach 19.14 ist dann auch V := ®(U) offen und ® : U — V bijektiv und in
beiden Richtungen stetig differenzierbar. Da U ein Gebiet und det ®' : U — R stetig ist,
gilt auBlerdem det &' > 0 auf U oder det &’ < 0 auf U.

Satz: Es ist f integrierbar iiber A genau dann, wenn f o ®|det ®’(-)| iiber B integrierbar
ist. In diesem Falle gilt

/f dx—/f ))ldet (& (y))] dy.

Im einfachsten Fall ist ®(x) = Cz + b, wobei C' € R™™ regulér ist und b € R™. Nach der
“Interpretation” in 17.9 muss das Volumen eines Quaders () C B beim Abbilden mit &
gerade mit |det (C')| multipliziert werden. Das ist die Kernidee hinter der Transformations-
formel.

21.4. Polarkoordinaten im R?: Fiir (z,y) € R? setze r := ||(z,y)|| = /2? + y?. Dann
findet man Winkel ¢ mit x = rcos g, y = rsing.
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221y, 7 I——— (my)

T COS &

Fir (r, ) := (152%) gilt

rsin @

(r, o) = ( cosp —Tsing ) ,

siny rcosy

also det ®'(r,p) = 1.

Damit ® injektiv ist, nehme man etwa U = (0,00) X (@1, P2) mit 0 < ¢ < P < 27 und
Do — p1 < 2m. Sind P1 < @1 < Yo < Yo, B :=[Ry, Ra] X [p1, 2] und A := ®(B), so gilt fiir
stetiges f: A — R:

/ flz,y)d(z,y) / f(rcosp,rsing)rd(r,p) = / / f(rcosp,rsinp)rdrde.
Zusatz: Diese Formel gilt auch fiir ¢; = 0 und ¢, = 27, sowie fiir Ry = 0.

Beispiele: (1) A= {(z,y) e R? : y > 0,1 < 2*+y* < 4}. Hierist Ry =1, Ry = 2, ¢, = 0,
g =, also B = [1,2] x [0, 7]. Es gilt also fir f(x,y) = yy/22 + y*:

//y\/Q:Q—i-y d(z,y) = //rsmgm“rdrgo / /r sin @ dr dp
15
/Osmgp Y- /11“ r= [4]1 i
(2) Sei M := {(z,y,2) e R® : 2 +y> <4 —2,2€[0,4]} und A := {(z,y) : 2> + y* < 4}.
Dann gilt
ac-l—y
///ldm Y,z // / 1dz>d(x Y)
2
= // (22 + vy d(z,y) / / —1*)rdrdp = 8.
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(3) Wir berechnen das Integral [ e~ dx (das war in HM I nicht méglich). Dazu sei R > 0
und
Kg:={(z,y) 2,y >0,2° +9* < R*}, Qr:=[0,R] x[0,R]

und p 1= V2R, sowie f(z,y) = e~ @) auf R,

Dann gil
. //f(x,y)d(x,y) < //f(x,y)d(fr,w < //f(x,y)d(%y),
Kpgr Qr K,
[ e e = [ e yiwn = ([ )
QRr QR
J[ ramden = | . / ePrdrdp = T(1- ),

flay)d(ey) = "(1—e ) = T(1 -2,
i -

und genauso

Wir lassen nun R — oo und erhalten

/ e dy = g, / e dy = N
0 o0

T COS

21.5. Zylinderkoordinaten im R?: Hier ist ®(r,p,2) = [ rsing |, also x = rcos ¢,
z

y=rsinp und z = 2.

(z,9,2)
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Es gilt
cosip —rsing 0

' (r,p,z)= | sinp rcose 0 |,
0 0 1
also det ®'(r, p, 2) = r. Fiir A, B C R? wie in 21.3 und stetiges f : A — R gilt somit:

///f x,y,z)d(z,y, ///f rcos o, rsing, 2)rd(r, ¢, z).

Der Zusatz aus 21.4 gilt sinngemafl auch hier.

Beispiel: A = {(x,y,2) : 22+y? < 1,0 <y < 2,2 € [0,1]}, also B = [0,1] x [0, /4] x [0, 1].
Dann ist fir f(z,y,2) = 2% + 9> + yz:

///(:’”2 +y +yz)d(e,y,2) = ///(r2+zrsingo)rd(r,go, 2)

1 w/4 1
= // /(r2+zrsingp)rdzdgpdr
0o Jo 0
1 71'/4 22 2=1
= // zr3+—r231n<p] dpdr
= // 7’+—Sln<pdg0d’r’

= /—7“—1— [— cosgo]/dr—W—Fl(l—Q).

4 2 16 6 2
Ende Do
03.07.14
21.6. Kugelkoordinaten im R3: Man schreibt r = ||(z,y, 2)|| = (2® + v* + 22)%/2 und
x 7 Cos p sin ¥
y | =®(r,p,0) = | rsinpsing |,
z r cos v

wobei r > 0, ¢ € [0,27] und 9 € [0, 7).




Es ist
cossiny —rsingsind 7 cos e cos v

O (r,p,9) = | sinpsind rcospsingd rsinpcos? |,
cosv 0 —rsind

also det @'(r, p,9) = —r?sin 9.
Sind A und B wie in 21.3, also A = ®(B), und ist f : A — R stetig, so gilt:

// flz,y,2)d(z,y,2) = // f(rcos psind, rsin psind, r cos¥)r?sind d(r, @, V).
A B
Der Zusatz in 21.4 gilt entsprechend.

Beispiel: Sei A = {(z,y,2) : 2> +y*>+ 22 < 1,z,y,2 > 0}. Dann ist B = [0,1] x [0, 7/2] x
[0, 7/2], und fir f(z,y,2) = /22 +y? + 22 gilt:

J[[ vz i) = ///rcossosinﬁ-r-ﬂsmﬁd(r,w,ﬁ)
A

7r/2 w/2
/ / / rt cos psin? ¥ dr dy dv
d d 2949 =
/r r- / COS 90/0 sin 50"

7\ 7

=1 =m/4

21.7. Flichendarstellungen im R3: Es gibt verschiedene Moglichkeiten, Flichen im R?
darzustellen.

Explizite Darstellung: z = f(z,y), z.B. z = +4/1 — 22 — 2, genauer

F = . c(x,y) €Uy,
{ f(a?iy) e }

wobei U C R? Gebiet und f € CY(U,R).
Implizite Darstellung: F(z,y,2) =0, z.B. 22 + y*> + 22 — 1 = 0, genauer

x
3":{ Y GD:F(x,y,z):O},
z

wobei D C R3 Gebiet und F' € C'(D,R). Hierbei sei VF(x,y,z) # 0 fir (z,y,2) € 7.
Diese Bedingung sorgt dafiir, dass man lokal immer nach einer der Variablen x, y oder z
auflosen kann (vgl. 19.15).
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Parameterdarstellung: Beispiel

cos p sin ¥
ff:{ sin ¢ sin ¢ :@6(0,2#),196(0,#)},
cos ¥

allgemein

F = {§(w,v) - (u,0) € U},
wobei U C R? Gebiet und § € C'(U,R?) injektiv ist mit Rangg’(u,v) = 2 fiir alle
(u,v) € U (beachte g'(u,v) € R¥*?). Ein solches F heiBt regulires Flichenstick im R? und
g hei3t requlare Parametrisierung von F.

Bemerkung: Durch F(x,y,2) = z — f(x,y) kommt man von einer expliziten zu einer im-
pliziten Darstellung. Die explizite Darstellung ist ein Spezialfall der Parameterdarstellung

via
T

ﬁ(x,y) = Yy ) (:E,y) e U.
f(z,y)

Normaleneinheitsvektor: Ist F ein regulires Flichenstiick im R3, so gibt es in jedem
Punkt auf der Flache genau zwei Vektoren, die auf der Flache senkrecht stehen und die
Lange 1 haben. Sie sind entgegengesetzt gerichtet und heiflen Normaleneinheitsvektor. Die
Entscheidung fiir einen der beiden legt die Orientierung des Fldichenstiicks fest.

Haufig wird verlangt, dass N “nach aufien” zeigt, was aber voraussetzt, dass es iiberhaupt
“innen” und “auflen” gibt. Das ist im allgemeinen nicht der Fall.

Im folgenden betrachten wir N als Abbildung F — R3.

In Parameterdarstellung ist

L O0ug(u,v) X Oyg(u,v)
N(g(u,v)) = £——= 7 ’
(g(u, v)) |0uG(u, v) X Opg(u,v)||

Wir verwenden, wenn nichts anderes gesagt wird, hier das positive Vorzeichen.

(u,v) € U.

In impliziter Darstellung F'(x,y, z) = 0 ist der Normaleneinheitsvektor

= VFE(x,y,z)
N(z,y,2) =t (2,y,2) €F
IVF(z,y, 2)|

(beachte, dass man statt F' ebenso —F' verwenden kann). Das liegt daran, dass der Gradient
von F' senkrecht auf der Niveaufliche steht (vgl. 19.12).

Fiir die explizite Darstellung z = f(z,y) erhalten wir

R G ey v = WA R
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1 0 _a:vf
(beachte, dass 0,9 = 0 , 0y = 1 und 0,4 x 0y,g = | —0,f | ist).
Ouf oy f 1

21.8. Oberflichenintegral: Sei U C R? ecin Gebiet und § : U — R? eine regulire
(insbesondere also injektive) Parametrisierung eines Fléchenstiicks. Dann heifit
do = [|0,g(u,v) X 0yg(u,v)| d(u,v)
skalares Oberflichenelement, und
do = 0,g(u,v) X 0,g(u,v) d(u,v)

heiflt  wektorielles Oberflichenelement des durch § parametrisierten reguldren
Flachenstiicks.

Definition: Sei B C U ein Integrationsbereich und F := ¢(B). Fiir ein stetiges Skalarfeld
f: F — R definiert man das (Oberfldchen-)Integral von f diber F durch

[ 1d0i= [[ st@tuo 10.500.0) x 0.5, 0 dtw.v),
F B

und fiir ein stetiges Vektorfeld @ : & — R? setzt man

/ / @ 5= / / (g, ) - (D(0.0) x ,G(0.0) ) d(u, ).

Fir f =1 erhalt man den Fldcheninhalt von J:

A@) = [[ do= [[10.d0.0) x 0w o) o).

Bemerkung: Die Definitionen sind invariant unter orientierungserhaltenden Parameter-
transformationen.

Bemerkung: Wenn wir das vektorielle Oberflichenelement mit dem skalaren
Oberflachenelement vergleichen und — wie in 21.7 gesagt — fiir N das positive Vorzeichen

nehmen, dh
o D) X ()
N<g<u7v)) _ ||aug'(u7/[)) X ayg<u7v)||7

//w d5://w-]\7do,
F F

das ist der Fluss des Vektorfelds @@ durch die mittels N orientierte Fliche 7.

So ist
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Beispiel: Wir berechnen den Flacheninhalt einer oberen Halbkugel
x
F=A{ Y syt < R}
R — 22 — 42

mit Radius R > 0. Wir haben eine explizite Darstellung mit f(x,y) = \/ R?> — 22 — y? und

x —0,f
gz, y) = Y .Esist 0, x 0y, = | —0,f |, wobeli —0,f = z/\/R?* — 22 —y?
f(z,y) 1

und =9, f = y//R?* — 22 — y?. Wir setzen B := {(z,y) : 2% + y* < R?}. Somit ist

LE2 y2
AF) = // B et L)
B
27 R
RZ
— o rdrd
/0 /0 R2—7"2T ray

1
1
27TR2/ p——=4dp
0o \1—p?
1
= 27R? [— V1— pQ] =27 R%
0

Ende Di
08.07.14

21.9. Der Integralsatz von Stokes im R3: Sei U C R? ein Gebiet und §: U — R? eine
reguldre Parametrisierung eines Flachenstiicks F* := g(U).

Sei G C U ein Gebiet so, dass G ein Integrationsbereich ist. Der Rand G von G bestehe
aus endlich vielen reguldren Kurven ~i,...,7,, dh v := 91 + ... + 79, (im Sinne von
Bemerkung 20.1(d)) ist doppelpunktfrei und hat OG als Spur. Die Orientierung von  sei
so, dass G “links von ~ liegt” (dh OG ist positiv orientiert).

Sei F := g(G). Dann ist 0F := §(0G) parametrisiert durch go .
Satz: Ist nun V C R3 offen mit F C V und ': V — R3 ein C'-Vektorfeld, so gilt

7{ U-d§://(VxU)-d6.
oF 5

Nach 20.2 konnen wir die linke Seite auch schreiben als
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wobei T : F — R3 der Tangenteneinheitsvektor ist, hier gegeben durch

g'(v®)3 ()
g’

und die rechte Seite konnen wir schreiben als
//me.ﬁm.
T

Alternativ: Ist T auf 0F gegeben (und damit die Orientierung von 0F festgelegt), so sei
im Punkt P € 0F der Vektor 7 der Vektor der Lange 1, der in der Tangentialebene an
F in P senkrecht auf T steht und ins AuBere von F weist. Die Richtung von N ist dann
diejenige von 77 X T.

TG (1)) =

Anders ausgedriickt: Die Orientierung von N auf F ergibt sich aus der Orientierung von
0F im Sinne der “Rechtsschraubenregel”. Man vergleiche hierzu auch die ebene Version
des Stokesschen Integralsatzes in 20.7!

Beispiele: (1) Sei F := {(z,y,2) : 22+ y*> + 22 = 1,2 > 0}. Dann ist 0F = {(x,y,0) :
22 492 = 1}. Orientieren wir 8F durch T'(x,,0 , 50 erhalten wir N(z,y,z) =
x
y | fir (z,y,2) € F.
z
Wir wollen

J:://(Vxﬁ)-dﬁ

F
berechnen, wobei 7 € C'(R3, R?) sei.
Nach dem Stokesschen Satz ist
o —sint
J = ]{ v ds = / U(cost,sint,0) - cost dt.
oF 0 0

—y+z
Fir v(z,y, z) = T+ 2z erhalten wir

z—x

or [ —sint —sint
J = / cost . cost dt = 2.
0 —cost 0
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-1
Hier ist tibrigens V x ¥(x,y, z) = 2
2

(2) Sei G ein Integrationsbereich im R? mit einer aus endlich vielen reguliren Kurven
zusammengesetzten doppelpunktfreien Randkurve. Dann gilt fiir die Fliache A(G) von G:

v, (7)o
-y

(Man bette G in den R? ein und beachte N = é3 und (V X x ) €3 =2.)
0

(3) Anwendung von (2): Seien a, 8 € Rmit 0 < f —a < 27 und 7 : [, 8] — R eine
C'-Funktion. Sei G C R? gegeben durch
G = {(rcost,rsint) : t € (a, B),r € (0,7(t))}.

Dann gilt die Leibnizsche Sektorformel:

(Die Integrale tiber die Strecken [(0,0), (r(a) cos a, r(a) sin @)] und
[(0,0), (r(8) cos B8, r() sin B)] verschwinden, das Integral tiber v(t) = (T(t) .t € [a,f]

r(t)sint
rechne man aus.)

(4) Beispiel (2) legt nahe, A(F) auch fiir gekriimmte Flichen durch

Al%) = %fg&"

berechnen zu konnen, wobei @ ein C'-Vektorfeld mit (V x v) - N =1 auf F ist. Dann sollte
aber V x 7 = N auf F sein und somit insbesondere V - N = 0.

Ist jedoch z.B. & die obere Halbkugel mit Radius 1, dann ist V - N = 3. Also findet man
hier kein geeignetes Vektorfeld .

- ds.

<l

21.10. Der Divergenzsatz im R?: Sei B C R3 ein beschriankter und abgeschlossener
Integrationsbereich und G := B\ 9B ein Gebiet mit G = 9B (dann ist G = B). Der
Rand OG lasse sich zerlegen in endlich viele regulare Flachenstiicke. Die Einheitsnormale
N auf 8G sei ins AuBere von G gerichtet.

Satz: Sei V C R? offen mit G C V und ¢ : V — R3 ein C'-Vektorfeld. Dann gilt

///V-ﬁdT://ﬁ-]\_fdo,
e le

wobei wir hier dr fiir d(z,y, z) geschrieben haben.
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Beispiele: (1) Fiir ¢ € C?*(V,R?) gilt

/ (V x 7))+ do =0,
oG

da ja divrot v = 0 in G. Nach 21.9 ist das nicht verwunderlich, da die Oberfliche 0G von
G ja geschlossen ist und selbst keinen (Fléchen-)Rand hat.

(2) Fiir f € C*(V) gilt
— . 5: . V 0= 8—f_, 0.
J[[srie- [[s1-00- [f 55 5o [[ 2

(3) Greensche Formeln Fiir f,g € C*(V,R) und h € C*(V,R) gilt:

//h—do—/G// (hAf+Vh-Vf) dr,
[ 52y [ -1

(4) Setzt man ¥(%) := &, so gilt V - ¥ = 3, und wir erhalten

vol(G) = %//f-]\_fdo.
oG

Fir G = {7 : ||Z]| < R} ist also wegen N = :E'/||f||

vol(G // |7l do = & A(aG) - —R3

—471'R2

Ende Do
10.07.14

(5) Wir setzen f(z) = ||Z||~" fir £ € R?\ {0} und # = Vf. Dann ist

—

L Lo o, a\-32 x
vlxr) = S G/l o i -2x->=—4
() ( 2(1 2 3) ( J) j ||$L’||3

2
J

Voot = =3 (o) =

Jj=1

fiir Z # 0.
Nach dem Divergenzsatz ist also fiir G mit 0 & G

T

— . do=0.
// EHE
oG
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Wir halten auflerdem fest, dass
1
A
1]

(6) Sei ¢ € C?(R? R) mit ¢ = 0 auBerhalb einer Kugel G um 0 mit Radius R. Wir wollen

/G/ / ﬁm dr = —47mp(0)

zeigen. Da der Integrand fiir £ — 0 nicht beschrankt bleiben muss, verstehen wir unter der

linken Seite ]
=4/ 1) 1=

wobei G. 1= G\ {||f|| < ¢}. Fiir festes € € (0, R) ist jetzt nach der zweiten Greenschen
Formel und nach (

1 &p -
—Apdr = / do — / p——+ N do.
/// 1] 7= 171 ON E e i

Dabei beachte man, dass fiir ||Z]| = ¢ gilt: N = —#/e. Also ist

_/II‘ ||~"40T|;3 Ndo= < A# pdo— —Amp(0) (e —0).

=0 inR3\ {0}.

Andererseits ist ||Vy|| < K fiir eine geeignete Konstante K und daher

1 0
)/” ok o|<*

Interpretation: Es gilt “AW = —4md5”, wenn wir gegen C*-Funktionen ¢ integrieren,
die auBerhalb einer Kugel G = K (0, R) verschwinden. Dabei setzt man fiir solche ¢:

/G// (Aﬁ)(ﬁdr - /G//ﬁ(m)ch

was durch die zweite Greensche Formel in (3) oben gerechtfertigt ist (die Randterme ver-
schwinden), und definiert
[[[ etar = 000
G

dh 05 ist formal als eine “Dichte” mit Integral 1 zu verstehen, die im Punkt 0 konzentriert
ist.

(e = 0).

Bemerkung: Ahnlich kann man im R? zeigen, dass fiir g(z,y) = —ﬁ In(z? + y?) gilt:
Ag = (5(0,0).
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21.11. Satz iiber Parameterintegrale: Sei IV C R” offen und B C V ein Integrations-
bereich (insbesondere ist also B abgeschlossen und beschriankt). Sei I C R ein offenes
Intervall und f: I x V| (t, %) — f(t,T), sei stetig und stetig partiell nach ¢ differenzierbar.
Dann ist die Funktion g : I — R, ¢t — g(t) := [, f(t, %) dZ, nach t stetig differenzierbar
und

:/@f(t,f)df fiir jedes ¢ € 1.
B

Ist f: I xV — R nur stetig, so ist g : I — R stetig. Diese Aussagen gelten auch fiir
komplexwertige Funktionen.

Beweis. Wir zeigen die Differenzierbarkeit. Der Beweis fiir die Stetigkeit ist &hnlich. Sei
t € I fest und h # 0 mit |h| klein. Dann gilt nah dem Hauptsatz aus HM1:

I(h) = (t+h /8f
/ft+hx f(t, @)

— 0,f(t, %) dzT
/ / O f (1,Z) — O f(t, %) dr d.

< [ 1de | max 0003 - @07

Folglich ist

TEB,T€[t—|h|,t+|h|]
Dabei geht das Maximum fir h — 0 gegen Null. Sonst gdbe es namlich ein ¢ > 0 und
Folgen (7,,) mit 7, — ¢t und (#,,) in B mit

QA 1= ’(aff)(%afn) - (atf)(t7fn)| >c

fir jedes n € N. Da B abgeschlossen und beschrénkt ist, finden wir eine Teilfolge (Z(n))nen
mit Ty, — To € B. Aufgrund der Stetigkeit von 9, f haben wir

llm (atf> (Tk (n)» xk(n ) = (atf) (t7 50 = nh_flolo(atf)(t? fk(ﬂ))?

also ap(ny — 0 im Widerspruch zu ag,) > c fir alle n € N. H
Beispiel: Sei f : R — C stetig und b > 0. Dann ist die Funktion

b
F:C—C,s— F(s) ::/ e " f(t)dt
0

holomorph und F”( fo “st(—t) f(t) dt fir s € C.

Wir verwenden die Cauchy—Rlemann—Differentialgleichungen, schreiben also F(o +i1) =
u(o, 7) +iv(o, T7), wobei o, 7 und u,v reell sind. Wir haben zu zeigen u, = v,, u, = —v,
bzw.

1F, =iu, — v, = iv, +u, = F;.
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Nach dem Satz ist F' stetig partiell nach ¢ und 7 differenzierbar und
b .
F,(oc+ir) = / (—t)e~ £ () dt
0

b
F.(o+ir) = / (—it)e~HDLf(t) dt,
0

also 1F, = F, wie gewiinscht. Ende Di
15.07.14
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