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LOsuNGSVORSCHLAGE zUM 1. UBUNGSBLATT

Aurcase 1 (Usunag)
Finden Sie die Losungen der folgenden Anfangswertprobleme auf einem moglichst grofien
Intervall.

, 2—6y+5 .
a) y :—%y y_? mit y(1) = 2.

b) v’ =¥ mit p(1) = 0.

Lésungsvorschlag

a) Esist f:(0,00) > R, f(x) = —% und g:(-00,3) > R, g(v) = yt;—_ygS. Da g in 1 eine Nullstelle hat,

ist ] = (1,3). Nach Separation erhalten wir fiir x > 0

Yo 25— 6 * 1
L mds:fl—gdx — log—p*+6y-5-log3=—logx+log(l) = —logx.

Nun wenden wir die Exponentialfunktion an. Dies fuhrt zu

5 3 2 3 [ 3
—_ = —— —_ :4—— = + 4——_
Y —-67+5 " — (v-3) " — yx)=3% "

Das fehlende Vorzeichen wird durch y(1) = 2 zu einem Minus und wir haben die Losung

3 3
y(x)_3—w/4—; Vx>Z

Dabei haben wir x auf den maximalen Definitionsbereich eingeschrankt, den diese Funktion
hat. Es gilt dann y(x) € (1,3) und y(x) — 3 fur x — %, womit y nicht fortgesetzt werden kann.

b) Esist f:R— R, f(x)=e*und g:R—>R,g(y)=e?e™®, =R
y(x) . x ,
J. e’e® ds:j efds < e —-e=e‘-e.
1 1

Daraus folgt

und somit
y(x) = log (loge™) = log(x) Yx>0

Wegen y(x) — —oo fiir x — 0 ist diese Losung nicht fortsetzbar.



AuUrGABE 2 (TuTORIUM)

Finden Sie die Losungen der folgenden Anfangswertprobleme auf einem moglichst grofien
Intervall.

a) v’ =xe*p? mit y(0) =
b) v’ =e¥sin(x) mit y(0) = —log(3).

c) v = —;‘—; mit (0) = V2.

Losungsvorschlag

a) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten
Veranderlichen. In der Notation der Vorlesung sei I =R, ] = (0,00), f : R — R mit x - xe™,
und g : (0,00) — R mit y — p2. Eine Stammfunktion von f ist gegeben durch

J (s ds_J se™ds
P.1.

X
= [-se”*]iZ ’6+J- e*ds=[-se”—e’]ip=1-(1+x)e™*
0

fur alle x € I. Eine Stammfunktion von é ist gegeben durch

G(y) = f L—ds—l——

Nach Satz 12.2 ergibt sich die Losung y : I, — R nun durch Auflosen der Gleichung G(y(x)) =
F(x) nach y(x), also

X

y(x) =

1+x

Dabei ist das Intervall I, das grofite Teilintervall von I mit y, € I, , auf dem y definiert ist und
Y(Iy,) €] = (0,00), also I = (=1,00). Da y in 1 nicht stetig fortsetzbar ist, ist dies das maximale
Existenzintervall.

b) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten
Veranderlichen. In der Notation aus Abschnitt 1.1,sei I =R, ] =R, f =sin und g = exp. Eine
Stammfunktion von f ist gegeben durch

= fo(s) ds = J;x sin(s) ds = 1 — cos(x).

Eine Stammfunktion von é ist gegeben durch

Y 1 y
G(y)zj —ds:f e*ds=3-e7.
Yo g(s) —log(3)

Nach Abschnitt 1.1 ergibt sich die Losung y : I, — R nun durch Auflosen der Gleichung
G(y(x)) = F(x) nach y(x), also
y(x) = —log(2 + cos(x)).



Dabei ist das Intervall I, das grofite Teilintervall von I mit y € I, auf dem p definiert ist, also
I, = R, was automatisch das maximale Existenzintervall ist.

c) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten
Verinderlichen. In der Notation der Vorlesung sei I = R, f : I — R mit x — —x?> und g : R\ {0} —
R mit y — 5. Wegen 1, = V2 bietet es sich an, ] = R* zu wihlen (das groBte Intervall, welches

v
V2

o enthdlt und auf dem g das Vorzeichen von g(u) = ;= > 0 hat). Eine Stammfunktion von f
ist gegeben durch
X X x3
F(x) = J f(s)ds = f —s2ds=-".
X0 0 3

Eine Stammfunktion von é ist gegeben durch

yl y y4
- [ L [ a2
) J;og(5> ﬁy 1

Nach Abschnitt 1.1 ergibt sich die Losung y : I, — R nun durch Auflésen der Gleichung

G(y(x)) = F(x) nach y(x), also
y(x) = V241~ x—;

wobei das Vorzeichen von y durch y, = V2 festgelegt ist. Dabei ist das Intervall I, das grofite
Teilintervall von I mit y € I, auf dem y definiert ist, also I, = (~oo, v3). Da lim _ 339(x)=0
und 0 nicht im Definitionsbereich von g liegt, haben wir das maximale Existenzintervall
gefunden.

Aurcask 3 (Usunag)
Ziel dieser Aufgabe ist es, die eindeutige Losbarkeit des Anfangswertproblems
v =a(t)y, tel0,T]
9(0) = %0,

zu zeigen. Dabei sei a : [0, T] — R stetig und yy € R. Mit A : [0,T] — R bezeichnen wir eine
Stammfunktion von a auf [0, T].

a) Zeigen Sie, dass durch ¢(t) := eA()-400)y, fiir t € [0, T] eine Losung des Anfangswertpro-
blems gegeben ist.

b) Sei ¢ : [0, T] — R eine weitere Losung des Anfangswertproblems. Fiir festes t € (0, T] sei
z:[0,t] - R definiert durch

(i) Zeigen Sie z(0) = ¢(t) sowie z(t) = ¢(t) und berechnen Sie z’(s) fir s € [0, t].

(ii) Folgern Sie ¢(t) = ¢(t) fur alle t € [0, T], womit die Eindeutigkeit von ¢ als Losung
des Anfangswertproblems gezeigt ist.

Lésungsvorschlag

a) Wir berechnen die Ableitung der Funktion ¢ und sehen (Kettenregel)

¢'(t) = A AO A/ 1)y, = eAD=A00(1)y, = a(t) b (t).



AuBerdem gilt ¢(0) = eA0-40y, = p; womit ¢ eine Losung des Anfangswertproblems ist.

b) (i) Fur festes t gilt

2(0) = eA-A0)(0) = AAO Y, = (1), z(t) = A A (1) = ().

AuBerdem gilt fur die Ableitung z” (Produkt- und Kettenregel)

2(s) = e A/ (5))p(s) + e A Y (5) = —eAAE) g () (s) = XA g(s)y(s) = 0,

wobei wir benutzt haben, dass i eine Losung des Anfangswertproblems ist, also ¢’(s) =
a(s)(s) und (0) = yp.
(ii) Es gilt

t t
O:I0 0ds :J;) Z'(s) ds = z(t) —z(0) = P(t) — P(t),

also (t) = ¢(t). Dat € [0, T] beliebig war, folgt die Gleichheit der beiden Funktionen. Eine
beliebige Losung ist demnach immer gleich der von uns vorgegebenen Losung, womit
diese eindeutig ist.

AurGaBE 4 (Tutorium)

Finden Sie die Losungen der folgenden Anfangswertprobleme auf einem moglichst grofsen
Intervall.

7

a) v’ =15y +t—1mit p(0) =0.

1
3+t

b) ¥/ =-3y+ = mity(1)=1.

) v/ =2ty + 13 mit y(0) = 3.

d) v’ = 2 mit p(0) = 1.

1+t2

Lésungsvorschlag

a) Die Losung der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung y’ = 1y ist gegeben durch

1
yu(t) = cexp(—log(t—1)) = S eR
Eine spezielle Losung fur die inhomogene Differentialgleichung bekommen wir mit Variation
der Konstanten: Setzen wir den Ansatz y(t) = c(t)% in die Differentialgleichung ein, erhalten
wir ¢’(t) = (t-1)?, also c(t) = %(t—l)s’. Eine spezielle Losung ist damit gegeben durch y, = %(t—l)z.
Damit erhalten wir die allgemeine Losung

- R R Y PRSIC
y(t)—yh(t)Jr})p(t)—Ct_l+3(t 1), furt=z1,ceR

Wegen y(0) = —c + % = 0 genau fir ¢ = % ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben
durch
1 (t—1)?

y(t)=3(t_1)+ 3 tel-eol)




b) Die allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung y’ = —%y lautet
1
vu(t) = cexp(—3log(t)) = Ct_3’ ceR.

Der Ansatz fiir die Variation der Konstanten lautet also y(t) = c(t)t%. Wir setzen den Ansatz in
die Differentialgleichung ein und erhalten ¢’(t) =1 - ﬁ Also ist ¢(t) = t —arctan(t) und damit
Yplt) = tl—z - t% arctan(t) eine spezielle Losung. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung
lautet damit

1 1 1 ..
Y(t) = yn(t) +yp(t) = Ct—3 + i t—3arctan(t), firt#0,ceR.

Wegen y(1) = c+ 1 —arctan(1) = 1 genau fiir ¢ = arctan(1) = § ist die Losung des Anfangswer-
problems gegeben durch

7t 1 arctan(t)

—E-l‘t—z—t—?’, tE(0,00).

c) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare Differentialgleichung erster
Ordnung. In der Notation aus Abschnitt 1.2 sei a: R — R mit ¢t > 2¢ und b: R — R mit ¢ > 3.

Es gilt
A(t) Jt (s)d fz ds=[s?] " =+
= | a(s)ds= sds=|s =
to 0 s=0

sowie

t t 1t 1 =t 1 (!
J e_A(s)b(s) ds = J 536_52 ds = __J‘ 52 . (_25)3_52 ds PiL _ [526—52]5 t _ _J (—25)6_52 ds
to 0 2 Jo 2 =0 2Jo

2
= —ltze_tz - l [e_sz]SZt = l — —(1 + tz)e t
2 2 s=0 2 2

fur alle t € R. Nach Abschnitt 1.2 der Vorlesung ist  : R — IR mit

£ 1+t2
2

t
(t) = poe™® + eA(t)J e AOp(s)ds=e
to

fur alle t € R die Losung des Anfangswertproblems.

d) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare Differentialgleichung erster

Ordnung. In der Notation aus Abschnitt 1.2 sei a : R — R mit ¢t —% und b : R — R mit

t— % Es gilt

A(t):= J‘ttg(s) ds = —J: 4s ds = —2[10g(1 +52)]Z(t) =—-2log(1+ t2) = log(ﬁ)

1+5s2
sowie
t ) t _log( 1 ) §2 t $2 t A

J e A6)p(s)ds = f e (+s2)? _ds:f (1+5%)? ds:J s2+stds
to 0 1+52 0 1+52 0

~ S3+5552t_t3+t5

|3 5|, 3 5

s=0




fur alle t € R. Nach Abschnitt 1.2 der Vorlesung ist y : R — IR mit

04 A0 [ gal9) Lth+5
_ o LA L A —A( _ 5
y(t)_yoe t+e J;Oe Sb(s) ds = (1+t2)2
fur alle t € R die Losung des Anfangswertproblems.

Avurcask 5 (Usung/Tutorium)

Bei der Bewegung eines Korpers in Luft tritt bekannterweise ein Luftwiderstand auf. Aus der
Stromungsmechanik wissen wir, dass die Luftwiderstandskraft proportional zum Quadrat der
Geschwindigkeit ist und durch die Formel

1
Fyw = —ECWpAv2

gegeben ist. Hierbei bezeichnet ¢y den Stromungswiderstandskoeffizienten, p die Dichte der
Luft und A die projektive Querschnittsfliche des bewegten Korpers senkrecht zur Bewegungs-
richtung. Der Stromungswiderstandskoeffizient cyy ist eine dimensionslose Grofie, die abhangig
von der Gestalt des Korpers ist und experimentell bestimmt werden muss.
Stellen Sie Differentialgleichungen fiir die Geschwindigkeit v auf, welche die Bewegung

a) in horizontaler Richtung

b) in vertikaler Richtung

unter Berticksichtigung des Luftwiderstandes beschreiben und berechnen Sie jeweils die Lo-
sung fur die Anfangsbedingung v(0) = vyg. Gehen Sie in beiden Fillen davon aus, dass cy, p
und A konstant sind und keine weiteren aufieren Krafte den Korper beeinflussen aufler der
Gewichtskraft und der Luftwiderstandskraft.

Lésungsvorschlag
Im Folgenden sei stets k := Scyy pA.

a) In horizontaler Richtung wirkt auf den Korper nur die Luftwiderstandskraft, die damit der
resultierenden Gesamtkraft entspricht. Damit gilt

Fges =Fy
= ma=—-kv?
/ k 2
= v =—-—0"
m
Mittels Trennung der Variablen erhalten wir
1 k 1
—dv=——t+c also v(t)= , C€NR,
v? m ky ¢
m
und mit v(0) = v, schlieSlich
1
v(t) = Z T
mt + 7

Insbesondere ist v = 0, falls vy = 0.



b) Im Gegensatz zur Bewegung in horizontaler Richtung wirkt hier neben Fyy auch die Gewichts-
kraft F,. Damit gilt

Fyos = Fy +F,
— ma=-kv’+mg

k >
—= vV =-—v"+g
m

Dies ist eine Riccatische Differentialgleichung. Um diese zu losen, benétigen wir zunachst eine
spezielle Losung dieser Gleichung. Durch Umformen der Gleichung fir v finden wir

Nehmen wir versuchsweise an, dass v konstant ist, erkennen wir, dass v, := , ,Tg eine (kon-

stante) Losung der Gleichung ist. Anschaulich ist dies die Geschwindigkeit, bei der sich
Luftreibung und Erdanziehungskraft gegenseitig kompensieren und der Korper mit konstanter
Geschwindigkeit fallt.

Der Ansatz u := v — v, fuhrt uns auf die Bernoullische Differentialgleichung

k k
u =-2—vu——u’
m m

Durch eine erneute Substitution z := u~! erhalten wir die lineare Differentialgleichung

k k
Z=2—vz+—.
m m

Fiir eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, d.h. vy’ = ay+bmita,be R,a=0
kann man leicht nachrechnen, dass y(x) = ce®* — %, c € R, die Losung dieser Gleichung ist.

Dabher ist z(t) = zg exp(Z%vmt) - 2%, zo € R, die Losung der Gleichung fiir z. Durch Riicksubsti-

tution erhalten wir
2V,

V(t) = Voo — , ¢c€R
Co exp(2%vmt)+1 0
Die Anfangsbedingung v(0) = vy fithrt schlieSlich auf ¢y = ;=2 und somit auf die Losung

2voo (voo - VO)

v(t) = Voo — z .
(Voo +10) €XP(2+- Voo t) + Voo — Vg



