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LOsSUNGSVORSCHLAGE zUM 2. UBUNGSBLATT

Aurcask 6 (UBung)
Gegeben sei die Differentialgleichung

]

_y
Y= 2
fur a € R.
a) Losen Sie fiir a = —1 die Anfangswertprobleme mit y(2) = + %

b) Losen Sie fiir @ = -2 die Anfangswertprobleme mit y(1) = +1.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Die Koeffizientenfunktionen sind stetig auf (0,c0) (wir wéhlen das Intervall, in dem unser
Anfangspunkt liegt). Wir multiplizieren unsere Gleichung mit 2y und definiere z = y2. Somit
folgt

2

z :2yy’:%+1:§+1.

2

Der Anfangswert transformiert sich zu z(2) = (y(2))* = % Zur Losung dieses Anfangswertpro-

blems berechnen wir .
Alx) = f % dt = log(x) ~log(2) = 1og(§)
2

und
X 2 X
f n dt = 2log(x) —2log(2) = Zlog(z).
2

Somit ist z gegeben durch

3x x
z(x) = T +xlog(§).

Die Rucktransformation liefert

3x X
=44/ — +xlog(=).
y(x) X og( 2)
Wenn wir nun den Anfangswert einsetzen, sehen wir, dass fir y(2) = \/g die Losung

3x X
y(x) = e +xlog(§)



und fur y(2) = - %

3x X
y(x)=- vy +x10g(§)

lautet fiir x > 2e73, da der Ausdruck in der Wurzel nur dann positiv ist.

b) Die Koeffizientenfunktionen sind stetig auf (0, c0) (wir wahlen das Intervall, in dem unser
Anfangspunkt liegt). Nun multiplizieren wir mit 3y2 und definieren z = y3. Es folgt

3y2+3_ 3..3
C2xT 2

' =392y’ = 2L
ZEVY =0T

Der Anfangswert wird zu z(1) = (y(1))® = 1. Durch die unterschiedlichen Anfangswerte losen
wir die lineare Gleichung fiir z ohne Anfangswert. Es folgt

A(x) = J-ix dx = élog(x) +C= log(x%) +C

und daher

Fur y(1) = z(1) = 1 folgt die Losung

z(x) = 4x? — 3x

y(x) = \3/ 4x3 —3x

fiur alle x > % (da nur dort der Ausdruck in der Wurzel positiv ist).

und somit

Fur y(1) = z(1) = -1 folgt die Losung

z(x) = 2x2 - 3x

y(x) = —\3/ 3x—2x2

firalle 0 <x < % (da nur dort der Ausdruck in der Wurzel positiv ist). Das Vorzeichen resuliert
aus dem Anfangswert von y.

und somit

AurGABE 7 (TuTORIUM)

Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme bzw. geben Sie bei ¢) die allgemeine Losung der
Differentialgleichung an:

a) y'=x(y+y*) mit y(0) = 1.
b) y° —ﬁ +x9%y’ = 0 mit p(1) = 1.

) ¥ +y-p3=0mity(0) = 3.



LOSUNGSVORSCHLAG

a)

Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine Bernoullische Differentialgleichung
(a = 2). Wegen y(0) = 1, interessieren wir uns zunachst fur Losungen y > 0. Fur solche darf
man die Differentialgleichung durch —y?(x) dividieren und erhilt die dquivalente Gleichung

v'(x) 1
") ‘_X(W“)'

y'(x)
v2(x)

1
y(x)
Gleichung lautet dann

Definiere z(x) = Wegen p > 0 ist z definiert und differenzierbar mit z’(x) = - . Die obige

Z'=—x(z+1).

Dies ist eine lineare Differentialgleichung fur z. Eine partikuldre Losung z,(x) = —1 ist leicht
zu erraten. Die allgemeine Losung z;, der homogenen Gleichung ist durch

x2
zp(x)=Ce 7
mit der freien Konstanten C € R gegeben. Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
%2
lautet also z(x) = z,(x) + z;(x) = =1 + Ce™ . Durch die Anfangsbedingung z(0) = }% =1 wird

C = 2 festgelegt. Es gilt
x2 2
z(t) >0 -1+2e 2 >0 —% > —log(2) & |x| < /2log(2) := xq.

Also ist die Losung y der urspriinglichen Gleichung zumindest auf dem Intervall I = (—x, xg)
existent und eindeutig durch

tur alle x € I gegeben. Wegen

Jim 0= lim yla) =<0

ist sie weder nach links noch nach rechts weiter fortsetzbar.
Wir teilen die Gleichung durch xy(x)? und erhalten

1 1

-2
s :
x x 3x3+3xy(x)

also eine Bernoullische Differentialgleichung mit & = —2. Setzen wir z(x) := y(x)!~% = p(x)?, so
finden wir die lineare Differentialgleichung

3 1
"(x) = —=z(x) + :
Z(%) xz() x3+x

Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist nach Aufgabe 4 d) gegeben durch z(x) = c% + o5 —
% arctan(x). Nach Resubstitution erhalten wir

1 1 1 1/3
y(x) = (CF + el Farctan(x)) , ceR



Einsetzen der Anfangsbedingung p(1) = 1 liefert ¢ = §. Damit ist schliefSlich

1 1 1 1/3
y(x):(%F+F—x—3arctan(x)) , furx>0,

die Losung des Anfangswertproblems.

c) Dies ist eine Bernoullische Differentialgleichung mit a = 3. Wir setzen daher z(x) := p(x)! =@ =
y(x)~2. Dann erhalten wir fiir z die lineare Differentialgleichung

Z'(x) = 2z(x) - 2.

Die allgemeine Losung der zugehorige homogenen Differentialgleichung z’(x) = 2z(x) ist
gegeben durch z(x) = ce?*, c € R. Durch Variation der Konstanten c lasst sich nun eine spezielle
Losung ermitteln. Wir machen den Ansatz z(x) = c¢(x)e?* und setzen ihn in die inhomogene
Differentialgleichung ein. Damit erhalten wir ¢’(x) = —2e~2%, also ¢(x) = e~2* und somit zp(x) = 1.
Also erhalten wir als allgmeine Losung

2x 1

bzw. y(X) = \/ﬁ
1

Die Anfangsbedingung y(0) = % impliziert ¢ = 3. Somit ist y(x) = N die gesuchte Losung.
e X

z(x)=1+ce

I+

Aurcase 8 (UBunag)
Finden Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
v =e p?ry—e.

Hinweis: Eine erste Losung ist gegeben durch u(x) = e® fiir ein a € R.

LOSUNGSVORSCHLAG

Zunichst bestimmen wir eine spezielle Losung der Gleichung mit dem gegebenen Ansatz yy(x) = e**.
Einsetzen liefert
(a _ 1)eax — e(2a—1)x — e,

und fiir a = 1 gilt Gleichheit. Somit ist yy(x) = e* eine Losung der Gleichung.
Die weiteren Losungen der Riccatischen Differentialgleichung bekommen wir nun mit dem Ansatz
u =y -y =y—e*. Dieser liefert fiir die Funktion u die Gleichung

u'(x) = (1+ 290(x)e ™ )u(x) + e *u(x)? also w'(x) = 3u(x) + e *u(x)>

Dies ist eine Bernoullische Differentialgleichung mit @ = 2. Sie hat u = 0 als eine Losung; alle anderen
Losungen erhalten wir, indem wir z(x) := u(x)!~% = u(x)~! substituieren. Dies fiihrt auf

Z'(x) = -3z(x)—e ™~
Die homogene Gleichung z’(x) = —3z(x) hat die allgemeine Losung zj(x) = ce™3%, ¢ € R, und mittels
Variation der Konstanten erhalten wir z,(x) = —%e‘x als spezielle Losung der inhomogen Gleichung.
Die allgemeine Losung der Gleichung fur z ist damit



Nun ermitteln wir die Nullstellen von z. Aus z(&) = 0 folgt e?® = 2c. Fiir ¢ < 0 hat z also keine

Nullstelle, fur ¢ > 0ist & = w die einzige Nullstelle von z.

Fir jedes ¢ € R erhalten wir also durch

(x) 1 1
u(x) = =
z(x)  ce 3 —Jex
eine Losung von u’ = 3u + e *u?, wobei x € R falls ¢ < 0 und x € (oo, %) oder x € (w,oo) falls

¢ > 0 gilt. Zusammen mit u = 0 sind dies alle Losungen von u’ = 3u + e *u?.

Fur die urspringliche Gleichung haben wir also die Losungen

2
+—F8——, c€eR

und y(x)=e YT

Yo(x)=e

auf den entsprechenden Intervallen IR oder (—co, %) bzw. (%, o) je nach Wahl von c.

Aurcase 9 (Tutorium)
Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme:
a) =9 - (2x+1)y+1+x+x* mit p(0) = 1.

Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz u(x) = ax, um eine Losung der Differentialgleichung
zu erhalten.

b) v+ (1 —4x)y +2xy*> =1-2x mit p(0) = 3

Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz u(x) = a, um eine Losung der Differentialgleichung
zu erhalten.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine Riccatische Differentialgleichung. Setzen
wir den Ansatz ein, so ergibt sich

a=a’x*—(2x+Dax+1+x+x>=(1-a)’x*+(1-a)x+1,

also ist fur a = 1 eine spezielle Losung y, durch

yp(x) =X

fur alle x € R gegeben. Setze z = y —y,. Dann erfullt y genau dann die Differentialgleichung,
wenn

Z'(x) =
2(x) = pp(x) -

- (
= (¥(x) =y (x)(w(
= z(x)(2(x) + 29,(x)) — (2x + 1)z(x)

2x+ 1)(y(x) = yp(x))
x)+9p(x)) = (2x + 1)z(x)

= 2%(x)—z(x)

erfullt. Dies ist eine Bernoullische Differentialgleichung. Fiir den Anfangswert gilt

2(0) = 3(0) - 3,(0) = 5 > 0.



Deswegen interessieren wir uns zunachst fir Losungen z > 0. Fiir solche darf man die Differen-
tialgleichung fiir z durch z%(x) dividieren und erhilt die dquivalente Gleichung

Z'(x) 1 1
2(x)  z(x)
Definiere w(x) = ﬁ Wegen z > 0 ist w differenzierbar mit w’(x) = —;((’;)) Die obige Differenti-

algleichung lautet dann
-w'(x) =1 -w(x).

Dies ist eine lineare Differentialgleichung fir w. Eine partikuldre Losung w), = 1 ist leicht zu
erraten. Die allgemeine Losung w;, der homogenen Gleichung ist durch

wy(x) = Ce*

mit der freien Konstanten C € R gegeben. Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
lautet also w(x) = wy(x) + wy(x) = 1 + Ce*. Durch die Anfangsbedingung w(0) = ﬁ = 3 wird
C = 2 festgelegt. Damit ist w(x) > 0 fir alle x € R und

1 !
w(x)  1+2e bzw.  p(x)=pp(x)+z(x) =x+ =

z(x) =

fur alle x € R. Das obige p ist die eindeutige, nicht weiter fortsetzbare Losung des ursprungli-
chen Anfangswertproblems.

Es handelt sich wieder um eine Riccatische Differentialgleichung. Setzen wir den Ansatz ein,
so erhalten wir
a-2a(2—a)x =0+ (1 —4x)a+2xa’>=1-2x,

womit eine erste Losung durch ¢(x) = 1 fiir alle x € IR gegeben ist. Setzen wir u =y — ¢, so
erfullt u die Differentialgleichung

w+u+2xu® =u'+((1-4x)+2- 2x)u + 2xu’ = 0.

Dies ist eine Bernoullische Differentialgleichung (mit @ = 2). Der Anfangswert ergibt sich zu

womit wir uns fiir positive Losungen interessieren. Dividieren durch —y? und die Substitution
z = u~! liefern fiir z die Differentialgleichung

7 =z+2x.

Der Anfangswert ergibt sich hierbei zu z(0) = (y(0))~! = 2. Fiir diese lineare Differentialglei-

chung erster Ordnung gilt
X pe
A(x):j a(t)dt:f 1dt=x
0 0

X X X
f e ADp() dt = 2J e 't dt 2 2[—te !X + 2J etdt==2[(t+1)e !5 =2-2(x+1)e"
0 0 0

und



Die Losung des inhomogenen Problems ist deshalb
X

z(x) = 2e40) 4 eA(x)f e Ap(t) dr = 2e¥ + 2e¥ —2(x + 1) = 4e¥ = 2(x + 1)).
0

Resubstitution liefert

u(x) =
C deX —2(x+1)
und schliefdlich .
- ——
A ey T T

Aurcase 10 (Usung)

a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung von
xp” = (2x+ 1)y + (x + 1)y = (x* + 1)e".
Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz u(x) = e** fiir eine Losung der homogenen Gleichung.
b) Bestimmen Sie eine homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung, welche
{p1(x) = €%, pa(x) = cos(2x)}

als Fundamentalsystem besitzt.

Hinweis: Benutzen Sie die Wronski-Determinante.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Durch Einsetzen des Ansatzes in die homogene Gleichung sieht man leicht, dass die Gleichung
fir a = 1 erfillt ist und somit u(x) = e* eine Losung ist. Nun konnen wir das Reduktionsverfah-
ren von d’Alembert anwenden, um die allgemeine Losung zu finden. Der Ansatz y(x) = w(x)u(x)
fihrt auf

xyp” = (2x+1)y" + (x+ 1)y = x(w"u + 2w'u" +wu”) - 2x + 1)(w'u + wu') + (x + 1)uw

1
=xe*w” —fw = (x% +1)e”.

D.h. v := w’ erfullt die Gleichung v’ = %v+x+ % Losung der zugehorigen homogenen Gleichung
ist Vhom(x) = cexp(f 1/x dx) = cx, ¢ € R. Eine spezielle Losung erhalten wir nun mittels

Variation der Konstanten, d.h. wir machen den Ansatz y(x) = ¢(x)x. Einsetzen liefert
dxx=x+l = dx)=1+5 & cx)=x-;+d, deR

D.h. vp(x) = (x - %)x = x? — 1 ist ein spezielle Losung. Die allgemeine Losung der Differential-

gleichung fiir v ist somit gegeben durch

v(x)=x*-1+cx, ceR

3

Fur w erhalten wir damit w(x) = %x —x+c1x? + ¢y, ¢,¢; € R, und als allgemeine Losung

schliefllich

p(x) = w(x)u(x) = (%x3 —x)e* +cx%e" +cpe*, fiurxeR, cj,c €R



b) Wir suchen zwei Funktionen p und g, sodass y; und y, die homogene lineare Differentialglei-
chung y” + py’ + qy = 0 16sen. Dann erfullt die Wronski-Determinante

w(x) = 91(x)y5(x) = p1(x)y2(x)
die Gleichung

w'(x) = y1(x)yy(x )+y1( )y (%) =97 (X)p2(x) = 1 (%)95(x) = 91(x)p5 (%) =97 (x)92(x)
= 11 (x)(=p(1)p5(x) — (X)p2(x) ) = P2 (x)(=p ()] (x) - q(x)p1 ()
<x>(y1< > < )= ] (x)p2(x))
—p(x)w(x).

Fur y;(x) = ¢* und y,(x) = cos(2x) gilt dann

w(x) = —2¢*sin(2x) — e* cos(2x),
w’(x) = —5¢* cos(2x).

Dies fiihrt auf

w'(x) _ 5cos(2x)

w(x)  cos(2x)+2sin(2x)’

Setzen wir y; in die Gleichung ein, so erhalten wir fir g

4 cos(2x) — 2sin(2x)
cos(2x) + 2sin(2x)

e +px)ef+g(x)e*=0 = q(x)=-1-p(x)=
Als Differentialgleichung erhalten wir schlieflich
(cos(Zx) + 2sin(2x))y" —5cos(2x)y” + (4 cos(2x) — 2sin(2x))y =0.

AurGaBE 11 (TuTorIUM)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichungen. Finden Sie in b)
danach noch die Losung des Anfangswertproblems.

a) p”(x)+ 259" (x) - 25y(x) = 0 fir 0<x < 1.

Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz u(x) = ax fur eine Losung der homogenen Gleichung.

b) v”(x)— (4+2)p'(x) + (4+ 2)p(x) = 2e?* fiir x> 0, p(1) = p/(1) = —e2.

Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz u(x) = e** fur eine Losung der homogenen Gleichung.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine homogene lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit nichtkonstanten Koeffizienten. Man erkennt, dass u(x) = x eine Losung
ist.



Um die allgemeine Losung y der Differentialgleichung zu finden, machen wir den Ansatz
(Verfahren von d’Alembert) y(x) = v(x)u(x). Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

(x) = v7(x)u(x)+2v (x)u’(x)+v(x)u”(x) +

x>0 , (1 X )
S vi(x)+2v(x)|—+
(x)+20'(x) (L + =

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fir v’. Es gilt

2 2x 2
J-; dx = 2log(x) und Jl—x2 dx = -log(1 —x°)

auf I = (0,1). Damit ist v'(x) = Cl;—fz =C (% - 1) die allgemeine Losung der Differentialglei-
chung fur v’. Unbestimmte Integration liefert

v(t) = Cl(% +x)+C2

als allgemeine Losung fiir v. Damit ist y(x) = C;(1 + x?) + C,x fiir alle 0 < x < 1 mit Konstanten
C1,C; e R die allgemeine Losung der Differentialgleichung.

b) Wir machen zunichst einen Ansatz, um eine nichttriviale Losung der zugehorigen homogenen

Gleichung zu finden:

u(x) = e™

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

u”(x)—(4+ %)u'(x) N (4+ %)u(x) AZeM —(4+ %)/\e“ ; (4+ %)e“

1

- eAx(/\2—4/\+4+;(4—2/\)):0

2-2
X

& (A=2)7%+2

:(2—/\)(2—/\+§)
=2 = A

Also ist u(x) = e?* eine partikulire Losung der obigen Differentialgleichung.



Um die allgemeine Losung y der Differentialgleichung zu finden, machen wir den Ansatz
(Verfahren von d’Alembert) y(x) = v(x)u(x). Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

v (x) - (4 + %)y'(x) + (4 + %)y(x) v (x)u(x)+2v"(x)u’(x) + v(t)u”(x) -

(4 + %)(v(x)u’(x) v (X)u(x) +
(4 + %)v(x)u(x)

= v (x)ulx)+ v )[2u'(x) (4+§)u( )]+
v(x)[u"(x)—(4+%)u'(x)+(4+%)u(x)]

=0
= v’(x)u(x)+v'( )[2u'(x)+(4—§)u(x)] 2e%¥
u(<x:>)>0 v”(x)+7v(x) 25(,)(:;)—( %) v”(x)_gv’(x);2
=4

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir v’. Es gilt

J % dx = 2log(x), sowie J —2dx=—-

v/(x) = Cx? - 2x

Also ist

die allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir v’. Unbestimmte Integration liefert
v(x) = C1x° —x?+ G,
als allgemeine Losung fiir v. Damit ist
2,.2x

p(x) = C1x%e™ + Cre®* —x%e

fur alle x > 0 mit Konstanten Cy,C, € R die allgemeine Losung der Differentialgleichung. Fur
die Losung des Anfangswertproblems berechnen wir nun noch

v'(x) = 2C x%e®* + (3C; — 2)x%e — 2xe® + 2C,e**
und sehen 1+Cy—1)e” sowie 5C; +2C, —4)e”. Damit die Anfangswerte erfullt
d sehen y(1) = (C; + C, —1)e? v’(1) = (5C; +2C, — 4)e®. Damit die Anfang fall

sind, muss nun einerseits C; + C, —1 = -1, also C; = —C; und zum anderen 5C; - 2C; -4 =-1,
also C; = 1. Somit ist die Losung gegeben durch

y(x) — x3e2x _ C2e2x —X282x

10



