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LOSUNGSVORSCHLAGE zUM 4. UBUNGSBLATT

Aurcase 18 (Usuna)

Geben Sie die allgemeine Losung der Besselschen Differentialgleichung der Ordnung 1,
" +xy' + (x> 1)y =0,

fur x> 0 an.

LOSUNGSVORSCHLAG

Der verallgemeinerte Potenzreihenansatz liefert
fls)=s(s—1)+s-1=s>-1=(s+1)(s—1).

Offensichtlich sind +1 die Nullstellen dieser Funktion und laut Vorlesung sind die beiden Losungen
gegeben durch

(&9 1 (&)
yi(x) = x Xox y2(x) = Alog(x)yi (x) + ;bnx",

wobei wir A € {0, 1} noch nicht bestimmen konnen, da wir uns im Fall befinden, dass die beiden
Nullstellen um eine natturliche Zahl (hier 2) unterscheiden. Es gilt

n=0 n=1
/() =) nn+ Da"" =) n(n-1)a, 12"
n=1 n=2
Einsetzen in die Gleichung liefert
[ee] [ee] (o] [ee]
0= Zn(n —Da,_1x" + Znan_lx + Zan_g,x - Zan_lx
n=2 n=1 n=3 n=1
(o]
= (ag — ag)x' + (2ay + 2a; —ap)x* + Z(n(n —1)a,_+na,_; +a,_3—a,1)x"
n=3
= 3a,x” + Z’[(n2 —1)a,_q +a,_3]x".

n=3



Der Koeffizientenvergleich liefert, dass a beliebig ist, a; = 0 und

Ap-2
= Vn>=2.
n n(n+2) "

Somit sind die ungeraden Koeffizienten alle 0 und fur die geraden Koeffizienten gilt

_ @2%-—2 422
Yk T Tok(2k+2) T 2%k(k+1) VkeN

Rekursives Anwenden dieser Gleichung liefert

(-1)F

2Kkt 1)

Aok =
Diese Gleichung beweisen wir mit einer kurzen Induktion.
IA (k =1): ap = =% folgt sofort aus der urspringlichen Rekursionsformel.
IS(k > k+1): Dle Behauptung gelte fiir ein k € IN. Es folgt

% (v) (~1)k (—1)k*1

D) T2 T TG0 kv 2) | 22K+ 1) 22k(k+ 1) 0 220 = (k4 1)1(k + 2)!

ap,

womit die Formel bewiesen ist. Die Funktion (setze ay = %)

2k+1
ZZZZkk'k+1 Zk‘k+1 ( )

lost die Ausgangsgleichung (sogar auf ganz R). Fiir y, versuchen wir uns zunachst mit dem logarith-
musfreien Ansatz (A = 0). Es gilt

Z bn+1x - an 1x ’

n=-1

(e

yé(x) = Z nbn+1xn_lr

n=-1

Einsetzen in die Gleichung liefert

(o)

0= Z nn—1)b,1x" + Z nb, 1 x" + an 1x" = Z b, x"
n=-1 n=-1 n=-1
= (2bg — by —bo)x™" — b1 x" + Z(”(” = Dbyi1 +nbyyy + by 1 = byyg)x”

n=1

= by + ) [(1 = )by + by "
n=1



Dies liefert wieder, dass by beliebig ist, b; = 0 und
n*=1)byy =b,;  YneNN.

Fur n = 1 liefert dies aber 0 = by, womit rekursiv alle Koeffizienten 0 waren und y, somit die
konstante Nullfunktion, ein Widerspruch. Deshalb mussen wir im Ansatz A = 1 wahlen. Nun folgt,
dass sich y, um den Term

log(x)y; (x)

unterscheidet, ) um den Term

yl?(X) +log(x)y; (x)

und y5 um den Term

_ni(x)

x2

+ yl( ) +log(x)py’(x).

Beim Einsetzen in die Gleichung ergibt sich aus dem jeweils letzten Term genau die Gleichung
(multipliziert mit log(x)), die 0 ergibt, weil y; eine Losung ist. Der jeweils erste Term von p; und
hebt sich weg und iibrig bleibt (von x?y”(x)) der Term

2xy;(x),
womit ingesamt die Differentialgleichung nach Einsetzen des Ansatzes die Form
0=2xp](x)=by+ ) _[(n? = 1)byy +by 1 )x"
n=1

hat, was, wenn wir y; einsetzen und den Term auf die andere Seite bringen zu

v (CDf(2k+1) y2k+1 (2 n
; R D) ——b1+;[<n = Dby + byt Jx

wird. Daraus folgt by = -1 ,b; =0,
((2k)> = D)bogsy + b1 =0 VkeN
und somit 0 = by = b3 = b5 =..., da links die geraden Koeffizienten fehlen, und schlieilich

(-1)k(2k +1)

2k +1)*-1)b by =-—5———>  VkeN,
((2k+1) )D2ss2 + Dok kK11 1)!
wobei b, frei wihlbar ist und normalerweise auf b, = —} gesetzt wird. Es folgt
_1\k
b2k=( 1)*(hg + hy_1) Vk>2,
22k(k —1)!k!

wobei h = Z;{_l }, was wir mit einer Induktion beweisen konnen.
IA (k = 2): Es gilt nach der Rekursionsformel

A by 5 (-1)’(1+3+1
YTT021101.8 0 8 T 64 241121



IS (k — k + 1): Die Behauptung gelte fiir ein k € IN. Es folgt mit ((2k + 1)> — 1) = 2k(2k + 2) = 4k(k + 1)
aus der Rekursionsformel, dass

b 4 3 bok (-1)k(2k +1)

Setzen wir die Induktionsvoraussetzung ein, so ergibt sich

(— 1)k (g + Iy C1Fk+1) GO O+ ) + i)
2K(k— 1)kl - 4k(k+1)  22%Kki(k+ 1)1 dk(k+ 1) 2260 ((k+ 1) - )ik + 1)

baksr) = =

Wegen 2(',2}) = % + ki_l folgt (hy + hy_1) + kz(’,iil = hy,1 + hy und somit die Behauptung. Damit ergibt

sich fiir die zweite Losung die Darstellung

- 21 1 (i +hg_1) opq
= log(x ;k'ku ( ) "_Z“ 22kk Dkl

Die allgemeine Losung fiir x > 0 ist dann gegeben durch

y(x) = C191(x) + Crp2(x), C, G eR

AurGaBE 19 (TuTorIUM)
Geben Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

3
xzy”—xy’Jr(Z—xz)y =0
fur x > 0 an.

LOSUNGSVORSCHLAG

Der verallgemeinerte Potenzreihenansatz liefert die determinierende Gleichung (an der DGL able-
sen!)

Fls)=sls=1)=s+ 3 = =25+ =0,

mit den Nullstellen s; = % und s, = % Wegen [s, —s;| = 1 € N miissen wir fur die zweite Losung
unter Umstanden den Logarithmusterm mit betrachten. Wir erhalten aufSerdem die Gleichungen

f(l+s)q = 0,

f(n+s)c,—c,_po = 0 Vn>2.

* s, = 3: In diesem Fall lauten die Rekurrenzgleichungen

2¢c; = 0,
¢, = n(i:fl) Yn>2.
Damit folgt cpx,1 = 0, sowie ¢y = 2k+1 fir alle k € INg. Also ist
R TR ST -
yalx) = x2 ;(2n+1)' ‘/zn: 2n+1)! = Vasinh(x)



fur alle x > 0.

* 51 = %: Wir versuchen zunachst den ,logarithmusfreien Ansatz (vgl. Satz 1.14 der Vorlesung).
In diesem Fall lauten die Rekurrenzgleichungen

0'C1 = 0

¢, = Yn>2.

Wegen der ersten Gleichung, kann ¢; frei gewahlt werden, etwa c¢; = 0. Die zweite Gleichung
liefert dann ¢y, = 0, sowie ¢y = ﬁ fur alle k € INy. Damit fithrt der ,logarithmusfreie”
Ansatz in der Tat zum Ziel und es ist

:\/EZ 1 Vx cosh(x)

far alle x > 0.

Aurcask 20 (Usung)

Geben Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
x*y" +3xy" +xy =0
fir x > 0 an.

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir machen den Ansatz

(o]
= x* Zunx Za x"™*  firein A e C.

n=0 =0
Dann gilt
v (x) = Z(n + Na,x"A1 v”(x) = Z(n + M)+ A=1)a,x" "2,
n=0 n=0

und wir erhalten wir fiir die linke Seite der Differentialgleichung

[o.e] [ee]
X2y +3xy +xy = Zn+/\ J(n+A-1)a,x ”*’\+Z%n+Aan +Z{cznx”+’\+1
n=0 n=0 =

= AM(A=1)agx + Z(n + )+ A=1)a,x" "+ %/\aoxA + Z%(n + N)a,x™A

n=1 n=1

(o)
+ § ﬂn,1XH+A

n=1

= A(A+ 3)agx +Z n+/\ (n+A=1)a, +3(n+A)a, +a, 1) n+A
n=1

= A+ %)aox’\ + Z((n +A)(n+ A+ ), +a, )x”“\.

n=1



Koefﬁzientenvergleich fur n = 0 liefert die determinierende Gleichung /\(/\+ ) = 0 mit den Losungen

A1 =0und A, =—5.Da A; # A, und A; — A, € N erhalten wir nach Vorlesung ein Fundamentalsystem
der leferentlalglelchung von der Form

1 (x) = xM chx”, vy (x) = 12 Zdnx”.
n=0 n=0

Fiir A; = 0 machen wir einen Koeffizientenvergleich (mit 0 =) ;> ,0-x") und erhalten

4Cn—1

n(n+%)cn+cn_1 =0 — Cn:—m,nz

Wir wahlen nun ¢y = 1 (hier konnten wir jeden Wert ungleich 0 wahlen) und erhalten so

c 4 4 nd ¢ 4.2 42
_ = —— u = = —,
'Te 3l *73.4.5 5
Ausgehend davon vermuten wir ¢, = (én . fur alle n € N, was sich durch vollstandige Induktion

auch bestatigt: Fur n = 0 ist die Aussage wahr Nehmen wir nun an, dass die Aussage fuir ein beliebiges
n > 0 wahr ist (IV), so folgt

B 4Cn (EY) «_4)n+1 ~ L_4)n+1
T T onr2)2n+3) | (2n+3) m+D)+1)

Damit folgt

N . 22” 2n+1 1 .
Z’ 2ﬂ+1 Z« 2n+1 2\/_2 2n+1 \/;) :2_\&31“(2\/;)'

n= n=

Im Falle von A, = —% liefert ein Koeffizientenvergleich

4d,
(n-3nd,+d, =0 d'lz_ﬁé—ln’ n>1.

Vollig analog zum ersten Fall lasst sich nun fiir dy = 1 induktiv zeigen, dass die Koeffizienten explizit
durch

_ (=)
dn_ (21’[)') neNo,
gegeben sind. Damit folgt
N g LN G2 o 1N (D) _
_1;(2n)!x a x; (2n)! e x% (2\/_) B \/_COS (2V%)

Die allgemeine Losung lautet damit

Y(x) = c191(x) + 292 (x) = Cl%Sin(z‘/;) + 62% cos(2Vx), ¢1,c€R.



AuUrGABE 21 (TuTorIUM)
a) Zeigen Sie mit dem Satz von Picard-Lindeldf, dass das Anfangswertproblem

v=-y, (0)=-1,

eindeutig losbar ist. Berechnen Sie alle Approximationen y, (n € IN) der Losung aus der
Fixpunktiteration und geben sie die maximale Losung an.

b) Zeigen Sie mit dem Satz von Picard-Lindel6f, dass das Anfangswerproblem

v =x% +xp?, v(0) =0,

eindeutig losbar ist. Berechnen Sie die potentiellen Approximationen y, aus der Fixpunk-

titeration furn =1, 2, 3.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Sei F: R?> — R definiert durch F(x,y) = -y fiir alle (x,y) € R%. Dann ist F stetig und stetig
partiell nach y differenzierbar:

a—y(w) =-1 Y(x,y) € R

Das zu 16sende Anfangswertproblem ist also

v'(x) = F(x,9(x)), »(0)=-1.

Nach dem Satz von Picard-Lindelof hat es also eine eindeutige maximale Losung.

Die Picard-Iteration ist gegeben durch

vo(x) = -1 VxeR,
X
hal) = -1- [ pndr vrer
0
Es gilt
X
y(x) = —1+j 1dt=-1+x,
0 1
(x) = —1—](—1+t)dt:—1+x——x2,
0 2
I RV SR
y3(x) = —-1+x 5%t 5%
VU W SR SV S S
va(x) = —-1+x 5% +2‘3x 532"
fur alle x € R. Dies legt die Behauptung
n
_1)k+1
Vu(x) = ( o x* ¥xeR
k=0

tur alle n € Ny nahe. Tatsachlich gilt (Beweis durch vollstandige Induktion):



* IA (n

0):

* IS (n —» n+1): Die Behauptung gelte fiir ein n € IN.

n (_1)k+1

Tl X VxeR

k=0

fur ein n € INy. Dann gilt fur n+ 1:

x no_1yk+1 x
) = -1 e any SR e
0 =
_ . Z D ki_ ., Z (D"
L ki(k+1) — (k+1)!
ntl (_1)k+1 ntl (_1)k+1 .

Index-Shift _ k _
= 1+; x X_Z—k! x* VxelR

Damit konvergiert die Picard-Iterierte fur jedes x € IR gegen

n

p(x)i= lim py(x) =~ lim )~

k=0

—1)k
( ) Xk: e X

Einsetzen in die Differentialgleichung bestatigt

fur alle x € R. Also ist y auch die maximale Losung des Anfangswertproblems.

b) Sei F: R? — R definiert durch F(x,y) = x* + xp2. Dann ist F fiir jedes (x,y) € R? stetig partiell
nach y differenzierbar mit

JF )
a—y(x,y) =2xyp Y(x,y) € R

Nach dem Satz von Picard-Lindelof ist das gegebene Anfangswertproblem demnach eindeutig
losbar. Die Picard-Iteration ist gegeben durch

vo(x) = 0 VxeR,

X
Vna1(x) j 2+ tyfl(t) dt VxelR
0

Somit folgt



(x)= xt2+t t3+t8 2dt— xt2+t7+ 12+ v dt—x3+x8+ < + X
¥ = 0 372 ~Jo 9 108 5184 3 72 1404 93312

Nach einem Hinweis in der Vorlesung konvergiert diese Folge nun auf einer kleinen Umgebung
der 0 (gleichmaflig) gegen die tatsachliche Losung.

Aurcask 22 (Usunc)
Gegeben sei die Funktion f: (-1,1)x(-1,1) — R mit

0, furx=0, [y| <1,
B 2x, fur0<|x|<1, -1<y <0,
flxy) = 2x—4;§, fir0<|x|<1, 0<y<x?
-2x, firO<lx|<1, x><y<1,

und das Anfangswertproblem

V(%)= f(x,p(x), 2(0)=0.
a) Vergewissern Sie sich, dass f stetig ist.

b) Wenden Sie das Iterationsverfahren von Picard-Lindelof an. Was fillt Thnen hierbei auf?

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Die Funktion f ist auf (-1,1) x (=1, 1) stetig, denn sie ist in den einzelnen Teilbereichen stetig
und die Definitionen stimmen an den gemeinsamen Randern uberein.

b) Fuhren wir fiir x € (-1, 1) die Iteration von Picard-Lindelof aus, so erhalten wir

rx X

v1(0)=0+ | f(tyo(t))de= | 2tdt=x?
JO JO
rx X
1) =0+ | f(tyi(t))de= | -2tdt=-x?,
JO JO
rx X
p3(x0) =0+ | f(tya(t))de= | 2tde=x7,
JO JO

und damit folgt

2

(x) = x%,  falls n ungerade,
Y=\ a2, fallsn gerade.

Die Folge (y,,),en konvergiert hier also nicht. Auch die konvergenten Teilfolgen (y,,,_1),en und

(V2n)nen konvergieren nicht gegen eine Losung der Differentialgleichung, denn fiir u; (x) := x?
und u,(x) := —x? gilt

)

up(x)=2x#-2x= f(x,ul(x)) und  uj(x)=-2x#2x= f(x,uz(x)).

Da f aber stetig ist, existiert nach dem Satz von Peano (mindestens) eine Losung. Hier ist z.B.

y(x) = %xz eine Losung des Anfangswertproblems.



AU¥rGABE 23 (TuTorIUM)

Es seien ay,...,a,,_1 € R. Stellen Sie die homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

™ +a, 9"V ray +agy =0 (*)

als System linearer Differentialgleichungen dar. Setzen Sie dazu

2=y, 2z:=y, .. zy=y"V

und Z:= (zy,...,2,). Geben Sie nun eine Matrix A € R"" an, sodass Z genau dann eine Losung
von
7' =AZ

ist, wenn p die Differentialgleichung (%) erfiillt. Berechnen Sie anschlieffend det(AI — A).

LOSUNGSVORSCHLAG

n-1)

Wir schreiben z; := v, z, :=v/,...,2, := V( und

z(x) oDy

Dann erfullt y die Gleichung (%) genau dann, wenn Z eine Losung des folgenden Differentialglei-
chungssystems ist:

2 (x) = '(x) = (%),
zy(x) =" (x) = z3(x),
z, 1 (x) = 9" (x) = 2,(x),
z),(x) = p"(x) = —agy(x) = = a1 9" (%) = —agzy (x) =+ — 2,1 2, (x).

z1(x) 0 1 0 z1(x)
7
z5(x) 0 0 1 0 Z5(x)
_)’(X) = : =1 : .. : : = Ang)(x)
z,_4(x) 0 0 1 Z,-1(x)
Zp,(x) —ay —ap ... —app —ay1)\ z,(x)
=A,€RMN

Firn=1ist A; = (—ao) und daher

det(Al — Ay) =det(A+ay) = A +ag.

10



0

und somit
—ap —a1

Istn:2,soistA2:(

=A%+ da; +aq.
ap )\+a1) ! 0

det(Al - Ay) = det( Al
Per vollstandiger Induktion weisen wir nun nach, dass
det(AI-A,) = A"+ a, A"+ +ay A +aq.

Den Induktionsanfang haben wir oben bereits gesehen. Nehmen wir nun an, dass unsere Behauptung
fir ein n € IN wahr ist, so folgt

A -1 0 0
o A -1 .. 0
det(Al —A,,1) =det :
0 A -1
ag ap ... 4,1 A+a,
A -1 0 0
0o A -1 0
Add. nte Zeile det! : N :
auf (n+1)te Zeile ’ ’
0 A -1
ag ap ... A+a,; A+a,-1
A -1 0 0 A -1 0 ... O
o A -1 ... 0 o A -1 ... 0
Frenach - gegl © |+ (A +a,-1)det|: , :
(n+1)ter Spalte ) ’ ) ’
A -1 0 e A =1
apg a7 ... A4y /\+an_1 0 0 A

(1)

=det(AM[—A,)+(A+a,-DA" =" A" +a, A +va A rag+ A"+ A", — A"

= A" g AN by A +ag.
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