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LOSUNGSVORSCHLAGE zUM 5. UBUNGSBLATT

Aurcask 24 (Usunc)
Finden Sie die allgemeine Losung ¥’ = (u,v) der folgenden Systeme linearer Differentialgleichun-
gen unter Verwendung der angegebenen homogenen Losung des Problems, jeweils auf dem
Intervall (0, c0).

a) w=-+xe" v =—u+x,  Ypx)=(-2cx+ F,cx7 + 2),
b) xu'=u+3v+x,xv' =u-v, Ih(x) = (c1x* + 3, 9x2 - 3).
LOSUNGSVORSCHLAG

Es handelt sich jeweils um ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung, also

—

y(x) = A(x)7(x) + b(x),

wobei A(x) fur jedes x € R eine 2 x 2-Matrix ist. Aus einer allgemeinen Losung der homogenen
Gleichung (E: 0),
U = 171 (x) + c29(x)

bilden wir das Fundamentalsystem ®(x) (eine 2 x 2-Matrix), indem wir die beiden Losungen in
dessen Spalten schreiben. Eine partikuldre Losung der Ausgangsgleichung ist dann gegeben durch

Pp(x) = D(x) J@(x)lg(x) dx.
. . . a b . . -1 1 d —b
Fur eine 2 x 2-Matrix A = ist die Inverse gegeben durch A™" = —— , falls ad —bc = 0.
c d ad=bc\—c g

Zusammen mit der homogenen Losung ergibt sich dann die allgemeine Losung der Gleichung.

2y x
A(x):(_o1 52), b(x):(xi )

Das Fundamentalsystem ist laut Aufgabenstellung gegeben durch

_ 1
<D<x)=( 2 1)

a) Esgilt

Es folgt



und somit

J-(D(x)_l b(x) dx = % ( log(x) ~e” ; )

3 2 2
e*(x” = 3x" +6x—6)+ =5~

und eine partikuldre Losung somit durch
Pplx) = @(x)f@(xrlﬂx) dx = [

Die Zusammensetzung mit der homogenen Losung aus der Aufgabenstellung liefert nun die
allgemeine Losung.
3 N 1
X b(x) = ( .
—z) 0
Das Fundamentalsystem ist laut Aufgabenstellung gegeben durch

op(x):(xz2 Ll )

x L1
3 x

b) Es gilt
Ax) = (

R|=R =

Es folgt

und somit

und eine partikulare Losung somit durch

2
- —5X

7p(x) = @(x)f@(x)_lb(x) dx = ( X )

3

Die Zusammensetzung mit der homogenen Losung aus der Aufgabenstellung liefert nun die
allgemeine Losung.

AUrGABE 25 (TuTOoRIUM)

Finden Sie die allgemeine Losung 3= (u,v) der folgenden Systeme linearer Differentialgleichun-
gen unter Verwendung der angegebenen homogenen Losung des Problems, jeweils auf dem
Intervall (0, co).



a) W=-%+xv=-u+l,  F(x)=(-2c1x+3,c1x2 + 2),
b) xu’ =u+2v+xcos(x),xv’' =-u-2v, Uu(x)=(c1 + 2, -3 - 2).
LOSUNGSVORSCHLAG

Es handelt sich jeweils um ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung, also

y(x) = A(x)y(x) + b(x),

wobei A(x) fur jedes x € R eine 2 x 2-Matrix ist. Aus einer allgemeinen Losung der homogenen
Gleichung (E: 0),

Y = 171(x) + 029 (x)
bilden wir das Fundamentalsystem ®(x) (eine 2 x 2-Matrix), indem wir die beiden Losungen in
dessen Spalten schreiben. Eine partikuldre Losung der Ausgangsgleichung ist dann gegeben durch

7,(x) = D(x) ch(x)—l?(x) dx.

Fur eine 2 x 2-Matrix A = (a b) ist die Inverse gegeben durch A~ = L d _b), falls ad —bc = 0.
c d ad=bc\—c g

Zusammen mit der homogenen Losung ergibt sich dann die allgemeine Losung der Gleichung.

2y
Alx) = (_01 ¥ ) Bx) = (’f)

Das Fundamentalsystem ist laut Aufgabenstellung gegeben durch

a) Esgilt

Es folgt

und somit

und eine partikuldre Losung somit durch

7y (x) = CD(x)Jq)(x)_lg(x) dx = (1 +33T)
4

Die Zusammensetzung mit der homogenen Losung aus der Aufgabenstellung liefert nun die
allgemeine Losung.



b) Es gilt

Alx) = (_% _%g), b(x) = (Cof)(x)).

Das Fundamentalsystem ist laut Aufgabenstellung gegeben durch

Es folgt
und somit

Ein Integral davon ist gegeben durch

J-qD(x)_lg(x)dx:( 2sin(x) )

—xsin(x) — cos(x)

und eine partikuldre Losung somit durch

- : _ cos(x)
7= 00x) | @ 1Br) ax = (0.

cos(x)

Die Zusammensetzung mit der homogenen Losung aus der Aufgabenstellung liefert nun die
allgemeine Losung.

Aurcask 26 (Usunc)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems

3 -2 2
=2 0 1|7
0 1 0

Ersetzen Sie die erste durch die zweite Ableitung und formen Sie das System zu einem erster
Ordnung um.

LOSUNGSVORSCHLAG

3 -2 2
Fur die Matrix A:={2 0

1 | lautet das charakteristische Polynom
0 1 0

3-12 -2 2
det(A-Al)=det|] 2 -1 1 [=-(A3-312+31-1)=—(1-1)3,
0 1 -A



d.h. wir haben den 3-fachen Eigenwert A = 1. Der zugehorigen Eigenraum ist

2 -2 2 0
Kern(A-I)=Kern|2 -1 1 |= lin{ 1 },
0o 1 -1 1

der eindimensional ist und uns die Losung
0
¢i(t)=e'|1
1

liefert. Wir ergdnzen nun die Basisvektoren aus dem Eigenraum mit Hauptvektoren. Dafuir bestim-

men wir
0 0 O 1) (1 0) (1
Kern(A-I)> =Kern|2 -2 2 :lin{ 11,] 0 }:lin{ 11,11 },
2 =2 2 0)\-1 1) 10

wodurch wir eine weitere Losung erhalten, indem wir einen Vektor wahlen, der nicht im Eigenraum
liegt. Hier ist z.B.

1 1 1
qsz(t):ef[ 1|+tA-1)|1 ]:et 1+t
0 0 t

eine weitere Losung. Schlieflich bestimmen wir

000 1) (0) (0 0) (1) (1
Kern(A-1I)> =Kern[0 0 0 :lin{ of,]11],]0 }:lin{ 1],[1],]0 }
000 0) (o) {1 1 0
und erhalten als dritte Losung
1 1 1 1+2t
Ps(t)=e€'[[o|+tA-T)|0|+ I3 (A-1)?]0 ):et 2t +12].
0 0 0 t?

y(t

Die allgemeine Losung ist dann gegeben durch y(t) = ¢, $l(t) + cqu_))z(t) + c3$3(t), c1,62,c3 €R.

Betrachten wir nun das System

so definieren wir
2= (v1,92,93,9], 95, V3)

und erhalten wegen 2’ = (y1,v5,95 97, 5,v5 ) und der gegebenen Differentialgleichung das System
erster Ordnung

0 0 01 0O
0 0 001 O0
Z”:O 0 0 0 O 12
3 -2 20 0 0fF
2 0 1 00O
0 1 0O0O0O




Dieses System lasst sich wie gewohnt 16sen und liefert ein Fundamentalsystem aus 6 linear unabhan-
— —

gigen Funktionen ¢y,...,¢¢ : R — IR®, deren erste drei Komponenten (da diese drei Komponenten

von Z gerade ¥ entsprechen) die allgemeine Losung des Systems liefern.

AUFGABE 27 (TuToRrRIUM)
Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems

(5 -7 4 0
=27 5 -4lg f0)=|o|
5 5 2 1

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir berechnen zunachst ein Fundamentalsystem: Sei

1 5 -7 -4
A alr3 -7 5 -4
5 5 2

s-A -2 -2 L(5-64 -7 -4 9
pa(A) - 3-A -3%| ==| -7 5-61 -4 (-1)
5 5  2-6A

+

<
[12—6/\ -12+6A 0 ] 2_/\[1 -1 0 ]
-7 5-61 -4 =——|-7 5-61 -4
5 5 2-6A 36 5 5 2-6A

2—/\[1 0 0 ] Entw. nach 2—/\(—2—6/\ -4 )

1
63

-7 —2-61 -4 2
5 10 2_61 1-ten Zeile 36 10 26\
—A 2-1A

= 36 ((-2—-61)(2—-61)+40) = Y(36/\2_4+40)

= 2-)(A\*+1) (LeC)

N

Es ist also das Spektrum von A gegeben durch {2,i,—i}. Wir bestimmen nun die Eigenraume:

-EA(Z):
-z -2 -2)1].6 -7 -7 -4 T
-7 -7 _4 |6 ~ |-7 -7 -4 (~1) e+
6 6 6
555 D)) 5 5 10 J.(g)
00 O 00 0
~ o 0o -18 YQT% ~lo 0 1 :]i]
55 -10) -1 11 -2
11 -2 1
~ 10 0 O = EA(2) =lin{|-1
00 1 0



® EA(I)

* E,(—i): Wird nicht benotigt.

Nach der Vorlesung bilden

$r(x) =
$a(x) = Re
$3(x) = Im

5-61 -7
-7 5-6i
5 5

12-6i —12+61 0
-7  5-6i
5 5
1 -1 0
-7 5-6i -4

5 5 2-6i

-1 0
—2-6i -4 |]-(-3)

10 2-6i) |- %f
-1 0

1+3i1 2
5 1-3i

-1 0
10 2-6i

]|~(1—3i)
5 1-3i
1-3i

jjr(,z) Jé
5

0
1-3i [:’

1-3i
5

1-3i
5
0

-4
-4

] Ty
2 - 6i

SO B OO OOk, OOk, OO

o= O U1 O O

E4(i) = lin

2 cos(x)
2 cos(x) s
3sin(x) — cos(x)
2sin(x)

2sin(x) VxeR

—sin(x) — 3 cos(x)



ein Fundamentalsystem @ = (51 52 53) Die allgemeine Losung ist dann gegeben durch 9(¢) =

clqg)l (t)+ cz(jg)z(t) + C3(i;)3(t), c1,¢p,¢3 € R. Um die Anfangswerte
0
Yo=|0
1

zu erfiillen, suchen wir also die Losung ¢’€ IR des linearen Gleichungssystems
CD(O)E): vYo-

Diese berechnet man mit dem Gauf3-Algorithmus:

1 2 0 0 1 2 0 0 1 2 0 0 <———j+
[—1 > 0 ol <o s 0 o |- % ~[0 1 0 0] (-2)
0o -1 -3 1 0 -1 -3 1 0 -1 —31J+
1 0 0 O 1 00 O
~ {001 0 O ~[01 0 0
00 -3 1)]-(-3) (oo 1 -3
0
= Cc=[0
_1
3
Damit ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch
1 —%sin(x)
y(x) = P(x)C=—Z¢3(x) = —Zsin(x) VxeR.

%sin(x) + cos(x)

Aurcask 28 (Usung)

Berechnen Sie explizit die Matrixexponentialfunktionen zu den folgenden Differentialglei-
chungssystemen.

L, (1 5\,
C) y :(_1 3)y

Losen Sie daraufhin die Anfangswertprobleme a) und b).



LOSUNGSVORSCHLAG

.. . 2 1
a) Definieren wir A := (O 5

somit auch BF = 0 fiir k > 2. Wegen (2I)B = B(2I) folgt

2t 2t 2t 2t
A s (e 0\[[1 0O Ol]_e 0\(1 t\ (e te
coTee ‘(0 eZt)[(O 1)”(0 o/l 7\o e)lo 1)7 0o o)

Als Losung des Anfangswertproblems erhalten wir schlief3lich

2t 2t 2t 2t
) = e3(0) = (0 teit)(})=(e o )

) und B := (8 é) so gilt A = 2I + B. AuRerdem haben wir B? = 0 und

1 -1 1
b) Wir berechnen zunichst die Eigenwerte der Matrix A:=|1 1 -1|. Das charakteristische
-1 0
Polynom ergibt sich mit der Regel von Sarrus zu
1I-A -1 1
det(A-Al)=det|] 1 1-1 —-1|=-A1-2)2-1+2-2(1-1)—(1-1)-2A
2 -1 -A

=—(A-1)(A%=1=2)=—(A=1)(A+1)(A-2).
D.h. die Eigenwerte sind A; =1, A, = -1 und A3 = 2. Die zugehorigen Eigenraume sind

0 -1 1

1
Es(l)=Kern(A-I)=Kern|1 0 -1 —111’1{ 1 }
2 -1 -1 1
2
Ea(-1)=Kern(A+1)=Kern|1 —1 —hn 3
2 5
-1 -1 1 1
Exs(2)=Kern|f 1 -1 -1 :lin{ 0 }
2 -1 =2 1
1 1 1 1 0 0
Insbesondere ist A diagonalisierbar und mit S :=|1 -3 0|gilt STTAS=|0 -1 0|=:D.
1 -5 1 0 0 2
Damit folgt
| 1 1 1) 0 0),(3 6 -3
et =eSPST = SefPs7l =1 -3 off0 e*f 0|1 0 -1
1 -5 1Jl0 )72 -6 4
3et +e7f + 2%  6e' —6e* -3¢t e‘t+4e
=—| 3e'-3¢! 6e —3ef +3¢7!
3ef —5e7" +2e2  6el —6e?! —3e! +5e7" + 4e?



Als Losung erhalten wir dann

et + et +2e2  6et —6e2t  —3ef—et+4e2t \( 1 —et 4 2¢%
2 A= t —t 2t t —t t
P(t) = e9(0) = — 3e' —3e 6e —3e' + 3e -11= —e .
et —5e7t + 262t 6ot — 662t —3el +5e7t + 462 )| 1 —et 4262

c) Fur das charakteristische Polynom p4 von A gilt

1-A 5

pAM):‘_l 3_AF41—AM3—Ay+5:A2—4A+8 (Ae).

Seine Nullstellen sind also
A =2+V4-8=2+2i, A=A, =2-2i
Wir bestimmen einen Eigenvektor v zu A;:

~1-2i 5 \|-(-1+2i 5 -5+10i| |-(3)
-1 1-2i -1 1-2i

1 —1+2i 1 -1+2i
- (—1 1—2i)<—L ~(0 0 )

Nach der Vorlesung bilden

$l(t) = Re(e’\ltv_i) = Re(e2t(cos(2t) + isin(2)§))(1 _121)) =% (cos(ZiLJSréf)in(Zt)),

$a(t) Im(e*ltv_i) = ezt(sin(2i)ir—1é:)os(2t)) VteR

ein Fundamentalsystem @ = ((51 (52) fur y’(t) = Ay(t). Es gilt

@@):G 'f)

Nach der Vorlesung ist aber

2t

et CD(t)[qD(O)](_l):%(cos(Zt)(i _02)+sin(2t)(§ }))(_01 i)
ezt(coS(2t)(1 0)+sin(2t) (_} ?)) (t€R).

01

10



AUFGABE 29 (TuToRrRIUM)
Berechnen Sie e/ fiir t € R und die folgenden Matrizen A:

41 100 31 1
a) A:(_2 6), b) A=|2 1 0|, ¢ A=|2 4 2|
321 113

LOSUNGSVORSCHLAG

-2 6/J\-2 6 -4 12
induktiv folgt AF = 2k~1 A fiir k € N (beachte, dass die Aussage fiir k = 0 falsch ist!). Damit folgt
furteR

a) Hier gilt A? = (_4 12)(_4 12) = (_8 24) = 2A. Somit ist A3 = A2A = 2AA = 22A und

00 00 00
tA_E 1k Ak _ E 1k Ak _ IE 1 krk
e’ = FtA—I"r FtA—I+7 FtZA
k=1

3-2¢* —6+6e

_ 1 1 1 kpg_ 1 1,2t 4 _
—I—7A+7ZF(21')A—I—§A+§€ A—(l_ezt —2+3€2t'

0 0O
b) Definieren wir B:=|2 0 0/, so haben wir A =1+ B; und wegen B-I =1 - B, gilt somit
320

oA = pHI+B) _ I ,tB.
0 0 0Y(0O 0 O 0 00 000
AuBerdemist BZ2=[2 0 0f|2 0 0|=]0 0 0|lundB®*=|0 0 O0unddamitauchBf=0
3 2 0/13 20 4 00 000
fur k > 3. Dies liefert
. 1 0 0
e!B=T+tB+=t?B*=| 2t 1 0],
3t+2t2 2t 1
und wir erhalten schliefSlich
et 0 0 1 0 0 et 0 0
eA=etletB=10 ¢ 0 2t 1 0f= 2tet et 0]
0 0 e )\3t+2t2 2t 1 (3t +2t%)et  2te! e

c) Wir berechnen zunichst die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A. Das zugehorige
charakteristische Polynom berechnen wir mit der Regel von Sarrus und erhalten

3-1 1 1
det(A-Al)=det| 2 4-1 2 [=B-1*4-V)+2+2-(4-1)-2(3-1)-2(3-1)
1 1 3-2

=—(A3—10A2+281-24)=—(1-2)*(A-6).

11



Also haben wir die Eigenwerte A; = 2 (mit Vielfachheit 2) und A, = 6 (mit Vielfachheit 1). Als
Eigenraume erhalten wir

1 11 1 1
Es(2)=Kern(A-2I)=Kern|2 2 2 :lin{ -1{,]1 0 },
1 11 0 -1
-3 1 1 1
Es(6) =Kern(A-6I)=Kern| 2 -2 2 =lin{ 2 }
1 1 -3 1
1 1 1
Also ist A diagonalisierbar und mit S:=|-1 0 2|erhalten wir
0 -1 1
2 00
s'As=[o 2 o|=D.
0 0 6
Nun folgt
1 11 1)(e* 0 0),(2 -2 2
e =etD5 = GePg =1 0 2][0 € 0 7|t v -3
0 -1 1J)lo o0 )71 1 1
302t 4 Ot _p2t 4 o6t _p2t L 6t
= 2| =202t 4+ 20t 262t 420t _De2t 4 D0t
Bl 2ty 6t 2t 6t 32t L 6t
Aurcask 30 (Usung)
Wir betrachten das folgende RL-Netzwerk:
R, R;
- —
L |

Bestimmen Sie unter Verwendung der Kirchhoff’schen Regeln ein Differentialgleichungssystem
fur die Strome I, und I3. Losen Sie anschliefend dieses System unter den Anfangsbedingungen
1(0) =1,(0) = I3(0) = 0 und mit den Groflen Ry =R, =R3=10,L, =L3=10H, U =10sin(t) V.

12



LOSUNGSVORSCHLAG

Nach den Kirchhoff’schen Regeln gilt
Il = Iz + 13,
Rlll + Rz]z +L211’ = U,
R313 + L3I3, —Rzlz =0.

Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite und Umformen der zweiten und dritten nach I, bzw.
nach I; liefert

U (R, R, R, Rs R,
R
2T I, L2+L2+L3 2t Ly L,/°

R R
[ =220 - 2215

L3 Lj

Setzen wir nun die gegebenen Grofien ein, so erhalten wir das Differentialgleichungssystem

I, = =3I, +sin(t), I,(0)=0,
I:; 212—13, 13(0):0

Eine einfache Methode, dieses System zu losen, ware wohl die Eliminationsmethode anzuwenden.
Die Eigenwertmethode ist hier ein wenig aufwandiger, wie wir im Folgenden sehen werden. Die zum
-3 0

1 _1), mit den Eigenwerten Ay = -3 und A, = —1. Die

obigen System gehorige Matrix ist A := (

zugehorigen Eigenrdume sind
0 0 ([ 2
Kern(A + 3I) = Kern (1 2) = lln{(_1 )},
-2 0 . ({0
Kern(A+1) = Kern( 1 O) = hn{(l)}.

Damit erhalten wir das Fundamentalsystem

_e3t et

(D(t):(ze—“ 0 )

Um eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu erhalten, wollen wir nun noch die "Variati-
on der Konstanten’-Formel anwenden. Mit

folgt dann

I,(t) = 1) Ltqn(s)l (S“E)(S)) ds = %@(t)Jot (issllnn((:))) ds
[11—0635(3Sin(5) - cos(s))]; () (f—0e3f(3sin(t) - cos(t)) + 1
[%es sin(s) — cos(s))]g %et(sin(t) - cos(t)) +3%

3 o 1
+ ﬁ31r11(t? - mal)s(t) )
—55€ "+ 1g sin(t) — 5 cos(f)

1
2

13



Dies fiihrt auf die Losung

> o (L()) [0\ 5 e 3+ Sisin(t) - s cos(t)
o= = owior (o) T =5 SRS )
sowie Iy (t) = I (t) + I3(t) = ¢! + 553" + Zsin(t) — 5 cos(t).

AuUrGABE 31 (TuTorIUM)
Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir berechnen zunachst ein Fundamentalsystem der zugehorigen homogenen Gleichung 4’ = A7,
1 00

wobei wir A := [0 3 1] gesetzt haben. Die Eigenwerte von A sind offensichtlich A; = 1 (mit
0 0 3

Vielfachheit 1) und A, = 3 (mit Vielfachheit 2). Der Eigenraum zu A ist

0 0 O 1
Es(l)=Kern(A-I)=Kern|{0 2 1 :lin{ 0 },
0 0 2 0

d.h. die erste Fundamentallosung ist
1
¢1(t)=¢e"|0].
0

Der Eigenraum zu A, ist gegeben durch
-2 00 0
Es(3)=Kern(A-3I)=Kern[ 0 0 1|= lin{ 1 },
0 00 0

welcher eindimensional ist daher zunachst nur eine weitere Fundamentallosung

liefert. Weiter ist

4 0
Kern(A —3I)> =Kern|0 0
0 0

und wir erhalten als dritte Fundamentallosung
0

0 0
53(t):e3t( 0|+tA-3D)|0 ]:e3f t
1 1

14



Ein Fundamentalsystem ist daher gegeben durch

_)l _}l _}I et 0 0
D) =|P1(t) ¢a(t) Ps(r)|=[0 & te],
| | | 0 0 ¢

und die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist somit

Trom(t) = @(H)E=c1P1 (1) + oo (1) +c33(t),  c1,c005 € R.

Eine spezielle Losung 3, der inhomogenen Gleichung lasst sich nun mit Variation der Konstanten
bestimmen. Nach Vorlesung gilt

t -
7o(t) = @(t)jo O(s) B(s) ds.

Mit
et 0 0 . t
()=l 0 e3 —te3| und b(t):=|3t
0 0 6_3t e3t
erhalten wir also
t R i se* —tet—et+1
Up(t) = CD(t)j D(s)'b(s)ds = CD(t)J 3se ¥ —s|ds=D(t)|-te 3 - 112+ 1
0 0 1 t
—t-1+¢
=|-t- % + %t2e3t + %e“ )
te3t
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist dann
—t—1+ef e 0 0\
P() = Tp(t) + Thom(t) = | —t =3+ 3123+ 33 [+ 0 &3t ||ca|, crcc3€R
te3t 0 0 &3 )lcs
Einsetzen der Anfangsbedingungen liefert
1 0 0 C1 C1 \ 1
y—)(O): 01 0 GH=1C =2 <:>C1:1,C2:2,C3:0.
0 0 1 C3 C3 0

Und als Losung des Anfangswertproblems erhalten wir schliefllich

—t—1+2¢t

15



