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LOSUNGSVORSCHLAGE zUM 6. UBUNGSBLATT

Aurcask 32 (Usung)

Losen Sie das Anfangswertproblem

3a—u(x,t)+2%

P (x,t) = sin(2x — 3¢) xtelR,
u(x,0) = xe

* xeR.

LOSUNGSVORSCHLAG

Das gegebene Anfangswertproblem lasst sich in der Form eines linearen Transportproblems dquiva-
lent schreiben:

du 3 du 1 . B
E(x, )+ 5 x(x, )= 5 sin(2x — 3t) =: g(x, t) xteR,
~——
B u(x,0) = xe* =: f(x) x€R.

Nach der Vorlesung ist seine Losung durch

t
u(x,t):f(x—ta)JrJ. gx—(t—7)a,t)dr x,teR
0

gegeben. Wir berechnen

t

I 3 1 t
—j sin(2(x— (t- T)—)— 3T)d’[ = —f sin(2x —3t)dt = —sin(2x — 3t) x,tEeR,
2 ) 2 2 J)o 2

womit

3t t
u(x,t):(x—?)ex7%+§sin(2x—3t) x,t€R

die eindeutige Losung des Anfangswertproblems definiert.

Aurcask 33 (Usung)

a) Losen Sie das Randwertproblem

Ju Ju
oY) gy ey =xe (x,y) € R?,

u(x,0)=x+1 xeR.



b) Losen Sie das Anfangswertproblem

u,_, u, u, u ., . 5 S 3
E(x,t)+z(x,t)+2a—y(x,t)+z(x,t)—t (x—y+2) Xx=(x9,2z)eR’, telR,
_ a2

2

u(¥,0)=e XeR>.

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Wir ersetzen formal y gegen t. Dann lautet das gegebene Randwertproblem
%(x, t) +:}_)/g—i(x,y) = —xe' = g(x,1) (x,t) € R?,

=a

u(x,0)=x+1=: f(x) x€eR

Seine Losung ist nach der Vorlesung durch

u(x,t)

t
f(x—ta) +L g(x—(t—7)a,1))dr

= (x+t)+1—Jt(x+(t—T))erT
0

t

= x+t+1—(x+t)[eT]tT_O+J T €' dt
0 —~"
u v’

t
Partilnt. 2(x+t)+1—(x+t)€t+[TeT];_O_J etdr
0

= 20x+t)+1—(x+t)e' +te' —ef +1
= 2x+t+1)—(x+1)e

fiir alle (x,t) € IR? gegeben.

b) Es liegt das lineare Transportproblem

1 1
aa—u(a?,t)+ 2| Vu(@t)=1t>|-1|-¥=:g(%1) ¥eR% teR,
! 1 1
—_—— —_——
=d =b
5 O 5 5 3
u(x,0)=e" 2 = f(x) ¥eR



vor. Seine Losung ist nach der Vorlesung durch

t

WEn = fE-t) [ g - e
0

()24 (y=20)2 4 (z-1)?
2

= e

+

Jtrzy- (X—(t-T)a)dt
0

t t
_ )+ y=202 4 (z)? - -
e z + | ?b-Xdr- | (t-1)(b-d)dt
0 0

~——
=0

(=24 (=202 +(z-1)? 1 3
= e 2 + §t (x—y+2)

fiir alle ¥ = (x,7,z) € R® und alle t € R gegeben.

Aurcase 34 (Usung)
Bestimmen Sie mit dem Charakteristikenverfahren die Losung u des Anfangswertproblems

tatu(x,t)Jrmaxu(x,t)ﬁ—u(x,t)zo, x,t>0,
u(&E%)=1,  &>0.

LOSUNGSVORSCHLAG

Hier liegt eine quasilineare Differentialgleichung der Form
alx,t,u)-Vu = b(x,t,u) (x,t) € D,

fur u = u(x, t) vor, mit

t

El’(x,t,u):(xt”), b(x,t,u)=—-u, und D:={(x,t)eR*|x>0,t>0).

—

Eine Parametrisierung von ():), also der Ansatz k(s) := (Jtc) und w(s) := u(E(s)), fihrt dann gemaf}

Vorlesung auf das charakteristische System

’ _ kZ(S)
)= o
ky(s) = ka(s),
w'(s) = —w(s)

k(0)=¢  k(0)=€&%  w(0)=1,
da auf der Kurve I' := {(5, &2),&E> 0} die Anfangswerte vorgegeben sind. Damit erhalten wir zunachst
ko(s)=cre®, ¢ €N,

und k,(0) = &2 liefert,
ky(s) = &2¢°.



Fir w folgt

w(s)=c3e®, c3€R,

sowie w(0) = c3 2 1, d.h. es ist

w(s)=e°.

Setzen wir dies in die erste Differentialgleichung ein, so erhalten wir

1
ki(s)’

welches wir mit Trennung der Variablen losen konnen. Hier finden wir (beachte k;(s) = x > 0)

ki(s)=+vé&2%e%* +c¢;, ¢ €R,

sowie k1 (0) = /&2 + ¢4 2 & & 1 =0,d.h.
ki(s)=¢&e’.

ki(s) = &2

Damit sind die Grundcharakteristiken gegeben durch

%(5,5) = (;2665)'

und es gilt
z _[* s _ 2,5 _ — pS S _ t _ t _ 2
k(s,é)_(t) e ff=x, &=t & E=xe%, ¢ _g = é_z,s_log("T)

So weit hatten wir hier aber eigentlich gar nicht umformen brauchen, da wir lediglich e™* = x—tz

benotigen. Damit erhalten wir namlich die Losung
st
ulx,t)=w(s,&)=e’=—, (xt)€D.
x

Anmerkung: Fiir die Grundcharakteristiken gilt hier (wenn wir s eliminieren) t = £2¢° = x. Halten
wir also & fest, so entsprechen die Grundcharakteristiken in der (x, t)-Ebene Geraden mit Steigung &.
Siehe Skizze:




Avurcask 35 (Usung)
Wir betrachten die eindimensionale Kontinuitatsgleichung

Opu(x, 1)+ x%0,u(x, t) + 2xu(x, ) = 0, x,t>0,

mit der Anfangsbedingung
u(x,0) = sin(x), x> 0.

Losen Sie dieses Anfangswertproblem mit dem Charakteristikenverfahren.

LOSUNGSVORSCHLAG
Das charakteristische System dieser Gleichung ist gegeben durch
k{ (S) kl (5)2,

ky(s) =1,
w'(s) = =2k (s)w(s),

mit den Anfangswerten
ki(0)=¢&, k2(0)=0, w(0)=sin(¢)

fur £ > 0. Mit Trennung der Variablen erhalten wir fir die erste Gleichung die allgemeine Losung

1
k =- ) <—c1,¢c1 €ER.
1(s) s1o, SSTara
Der Anfangswert liefert k;(0) = —é L £ = = —%, und somit
1 ¢ 1
k = — =), < —

Fir k, erhalten wir als allgemeine Losung k;(s) = s + ¢, und aus dem Anfangswert folgt ¢, = 0. D.h.
ky(s) =s,.
Die letzte Gleichung ergibt sich nun nach Einsetzen zu

28

w'(s) = Py

w(s),

welche die allgemeine Losung w(s) = c3(s& — 1)? besitzt. Hier gilt nun w(0) = c; Z sin(¢), also erhalten

WIr

w(s) =sin(&)(s&é —1)%, s< %

Die Einschrankung fir s kommt vom Definitionsbereich des Koeffizienten der Differentialgleichung.
Fur die Grundcharakteristiken gilt dann

(t) k(s, &) (s )(:)x 1—s€’t s = & 1+tx's t.

Dabeiist £ = ;77 >0und s =t = —)1—6 + % < % (Auflosen der ersten Gleichung nach t), womit fiir alle

x,t > 0 ein Paar (s, &) in der erlaubten Menge {(s, &) € R?|&>0,5< % gefunden werden kann.



Eisetzen in w, liefert dann die Losung

sin 177
u(x,t) =w(s, &) =sin( 25 )(5 - 1) = ﬁ

Anmerkung: Die Elimination von s in den Grundcharakteristiken liefert hier den Zusammenhang

t= —% + % fur jedes feste £ > 0. Fur ausgewahlte & erhalten wir dann in der (x,t)-Ebene das folgende

Schaubild:

AurGaBE 36 (TutorIUM)

Bestimmen Sie die beschrankte Losung des Randwertproblems
Au(x,y) = 0, x2+y2 >1,
u(x,y) = x, x? +y2 =1,

indem Sie es in Polarkoordinaten betrachten und den Separationsansatz verwenden.

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir machen den Separationsansatz v(r, @) = v{(r)v,(@). Da wir an nichttrivialen Losungen inter-
essiert sind, gibt es Punkte r > 1 und ¢ € (0, 27), sodass dort v; und v, nicht Null sind. Laut dem
Hinweis der letzten Aufgabe gilt dann

0%v 1dv 1 0%
Av = W(r’q’“;z(rr@)"‘r—zw(ﬂ@

= v/ (r)vy(e)+ vz(rqo)v{(r) + vlr(;)v;’(cp) 1o

v(p) _(r2v1’<r>+rv1<r>)
vy(r) vi(r)

(r>1,¢p€(0,2m))




Somit mussen beide Seiten konstant A € R sein und es folgt
va(g) = Cre¥M7+ Ce VNP (g e (0,2m)
mit freien Konstanten Cy,C, € R. Damit u auf R? differenzierbar ist, muss

i vsg)= lim_vale) wnd i viig) = lim vilo

gelten. Fur die erste Gleichung muss entweder A = 0 (und wegen der zweiten Gleichung dann
V(@) = C;) sein oder A < 0, was mit der zweiten Gleichung

A=-k> mit kelN

ergibt und somit v, (@) = C; sin(k@) + C, cos(kg) fiir k € IN.
Ferner ergibt sich

r2v](r) + 10| (r) + Avy(r) = 0 (r>1).
Dies ist eine Eulersche Differentialgleichung fiir v{. Wir substituieren deshalb r = €°, w(s) = vy (e®) fur
s € R. Es folgt w'(s) = e*v; (¢°) = rv](r) und w”(s) = v} (*) + e/ (¢°) = rv] (e°) + r*v] (e°). Einsetzen in
die Differentialgleichung liefert

w”(s)+ Aw(s) =0 (s €R).

Fuar A =0 ist also
w(s)=Cis+C, (seR),

und fir A = —k? < 0 ist
w(s) = C1ek + Cre ™ (seR)

mit freien Konstanten C;, C, € IR. Resubstituieren liefert

1 , fallsk=0,
vl(r):{cl og(r)+C,, fallsk=0 (r>1).

Cir*+Cyrk, fallskeN

Da die Laplace-Gleichung linear ist, machen wir den Ansatz (alle Summanden der Teillosungen
multiplizieren und die verschiedenen Werte fiir k addieren)

N N
v(r,p) = Co+Cilog(r)+ ZC,il)rk cos(kp) + ZC,((Z)rk sin(ke) +

mit noch zu bestimmenden Konstanten N € N, C,, Cy, Cgl),..., CI(\P' Cf),..., C](\?), CP), . CI(\?), CYL),..., CZ(\‘]L) €

R.

Da die Terme log(r), r* cos(kg) und r* sin(kg) unbeschrinkt sind, kénnen sie nicht vorkommen. Die
Randbedingung u(x,y) = x fiir x? + y? = 1 lautet in Polarkoordinaten v(1, ) = cos(¢) fiir ¢ € (0, ¢).
Einsetzen von r = 1 in den Ansatz und Vergleich mit der Randbedingung liefert N =1, C; = 0,
cW=0,c® =1, also

1 » ’
cos(¢)
r

v(r, @) = (r>1,0<¢@<2mn)



bzw.

u(x,y) = (x2+y221).

x2+7p2

AuUrGABE 37 (TuToRrRIUM)
Die Telegraphengleichung

dept(x,t) — dyyti(x, ) + 20, u(x, t) + u(x,t) =0

beschreibt den zeitlichen Verlauf einer Signalspannung u am Ort x > 0 in einem langen Ubertra-
gungskabel.

Gesucht ist nun die Signalspannung u(x,t), wenn am Rand x = 0 des Ubertragungskabels ein
periodisches Signal der Form u(0, t) = 3sin(2¢) fiir t > 0 eingespeist wird. Aulerdem soll die
Signalspannung fiir x — oo beschrankt sein.

a) Zeigen Sie, dass ein Separationsansatz der Form u(x, t) = v(x)w(t) nicht zu einer Losung
fihrt.

b) Losen Sie das Problem mit Hilfe des Ansatzes u(x, t) = uge **sin(2t —bx) mita> 0, b € R.

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Machen wir einen Separationsansatz der Form
u(x,t) = v(x)w(t),
so konnen wir wegen der Randbedingung v = 0 und w = 0 ausschlieSen (insb. ist auch v(0) = 0).

Auflerdem folgt

(0, 1) = v(0)w(t) = 3sin(2t) = w(t) = %sin(%).

Setzen wir dies ein, so erhalten wir

diu(x,t) = %v(x)cos(zt),

dipu(x,t) = —%v(x)sin(%),

Dyyti(x,t) = %O)v”(x)sin(zt),

und damit

Oppth(x, ) — Dyt (x, t) + 20, u(x, t) + u(x, t)

= —%v(x)sin(%) - %v"(x) sin(2t) + %v(x)cos(Zt) + %v(x)sin(Zt)

_ (—%v(x) _ %O)v”(x))sin(y) + %v(x)cos(Zt) L 0

—iv(x) - %v”(x) =0 und %v(x) =0 e v=0,

v(0)
was wir anfangs ausgeschlossen haben. Also fithrt der Separationsansatz hier zu keiner Losung.



b) Versuchen wir hingegen den Ansatz
u(x,t) = uge *sin(2t —bx), a,beR,

so folgt mit der Randbedingung zunachst 1y = 3 und die Beschranktheit der Losung liefert
a > 0. Weiter haben wir die Ableitungen

diu(x, t) = 66" cos(2t — bx),
dppu(x,t) = —12e **sin(2t — bx),
dyu(x,t) = —3ae " sin(2t — bx) — 3be”** cos(2t — bx),
9y tt(x, 1) = 3(a® — b?)e " sin(2t — bx) + 6abe™* cos(2t — bx).

Einsetzen liefert dann

O (x,t) — Ayt (x, 1) + 20, u(x, t) + u(x, t)
= —12¢"%sin(2t — bx) — 3(a® — b*)e"* sin(2t — bx) — 6abe ** cos(2t — bx)
+12e™** cos(2t — bx) + 3¢ sin(2t — bx)
= 67“"((3b2 —3a% - 9)sin(2t — bx) + (12 — 6ab) cos(2t — bx)) 20
& 3b*°-34°-9=0 und 12-6ab=0,

a>0
—a=1, b=2.

Damit erhalten wir die Losung

u(x,t) = 3e *sin(2t — 2x).

AurGase 38 (Tutorium)

Berechnen Sie die Losung des folgenden Warmeleitungsproblems mit einem Separationsansatz:

deu(x,t) — dyyu(x,t) =0, 0<x<1,t>0,
01 (0,t) = d,u(l,t)=0 fur t >0,
u(x,0) = cos(mx), fur 0 <x < 1.

LOSUNGSVORSCHLAG

Der Ansatz u(x,t) = v(x)w(t) mit v, w # 0 (u erfullt sonst die Randbedingung nicht), liefert uns

U(X)w,(t) —'U”(X)’W(t) —0 e— Vv//((xx)) _ ‘1,:}’((:))

Da die linke Seite nur von x und die rechte nur von t abhangt, sie aber fiir alle x, t ibereinstimmen,
hangen beide Ausdriicke weder von x noch von ¢ ab. Also existiert eine Konstante A € R mit

=1 = v"(x) = v(x),

=1 <= w(t) = lw(t).



Diese gewohnlichen Differentialgleichungen haben die allgemeinen Losungen

VA Vax

v(x)=cieV* +che” und wt:ce’\t, €1,0p,¢c3 € R
1 2 3 3

Hier kann man auch bereits A = 0 ausschlieSen, da sonst u(x,0) = cos(7tx) nicht erfullt sein konnte.
Aus den Randbedingungen d,u(0, t) = d,u(1,t) = 0 folgt v’(0) = v’(1) = 0. Mit

v(x)=¢ VeV _ cz\/xe_ﬂx
folgt dann

v (0)= VA —cy) =0 & ¢; =0y,
v'(1) = \/X(cle‘a—cle“ﬁ) =0 e Vh=e VA
— 2\/1:2711'11, nelN

e A=-n*n?, nelN.
Damit ergeben sich fiir jedes n € N die Losungen

Tinx —Tinx

2,2
V,(x) = c1e™™ +cre = 2cy cos(mtnx), w,(t)=c3e” ™",

Aufsummieren liefert die allgemeine Losung

Mit der Anfangsbedingung u(x,0) = cos(mx) erhalten wir nach Koeffizientenvergleich a; = 1 und
a, = 0 sonst. Insgesamt fuhrt dies auf die Losung

u(x, t) = cos(r(x)efnzt.

AurGaBE 39 (TuTtorium)
a) Zeigen Sie, dass die Wellengleichung
duu(Xt)—Asu(X,t) =0, XeR>teR,
mit Hilfe des Separationsansatzes u(X, t) = e'*v(X), k € R, auf die Helmholtz-Gleichung
Av(X) +k*v(X) =0
fihrt.
b) Finden Sie Losungen zur Helmholtz-Gleichung
Av(X) +k*v(X) =0
mit den Randbedingungen
v(x1,0) =v(x1,b) =v(0,x5) =v(a,x,) =0

fir a,b > 0, indem Sie einen Separationsansatz benutzen.

10



LOSUNGSVORSCHLAG
a) Ist u(x,t) = e'*v(X) fiir ein k € R, so folgt
(R t) = ike*v(D), Iyu(Xt) = —kZe (%), Azu(Xt) = Av(%).
Setzen wir dies ein, so erhalten wir

A% t) — Apu(E, 1) = —k2e M p(R) — M Av(R) = 0 = k2v(¥) + Av(¥) = 0.

b) Machen wir nun den Ansatz
V(%) = g(x1)h(xz)

so stellen wir zunachst fest, dass g = 0 und h = 0 die Losung v = 0 liefern. Nehmen wir im
Folgenden nun an, dass g # 0 und h = 0 ist, so folgt

V() + K20(R) = g (x1 hxa) + g0 (1) + K2g ) 20 e S0 BT g2

g(x1) h(x;)

Da beide Seiten jeweils nur von einer Variable abhangen, existiert ein A € IR mit

=1 = g"(x1) = Ag(xy),

h(xp)
h(x;)

—k? =) = K (xy) = —(k* + V)h(x,).

Diese Gleichungen haben die allgemeine Losung
g(x1)=c1 e\r’“l + e \ﬁxl, 1,00 €R,
V-k?-A V— /\Xz

h(x,) = c3e X2 4 cyge” c3,c4 €R.

Die Randbedingungen v(0,x,) = v(a,x;) = 0 bzw. v(x1,0) = v(x1,b) = 0 liefern g(0) = g(a) =0
bzw. h(0) = h(b) = 0. Setzen wir diese ein, so erhalten wir

g(O):Cl‘l'CzéO — () =—Cq,

gla)=creVh eV L0 = 2aVA=2niM, MeN
2

M
— /\_—nz—z, M e N,

sowie

h(O):c3+c4é0 — ¢4 =—c3,

h(b) = 03"V A _ e VKA 20 = 2pVk2- 1 =21iN, NeN
N2
— —kz—A:—nzﬁ, N € N.
Dies fuhrt uns auf

_igM .
u(xy) = (:16”Z M_cpe™a = aMsm(Mxl)

N
hN(xg)—c3em 7%2 00T T2 = by sm( s xz)

11



. . 2 2 . . . . .
fiir M,N € N mit k% = 7'(“:—2 + 7'(2%. Aufsummieren liefert uns dann die allgemeine Losung

v(X) = Z CMN sin(%xl )sin(%xz),
MN

wobei die Summe iiber alle Paare (M, N) € IN? lauft mit k? = 712];4—22 + nﬁ%.

12



