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LosuNGsvVORSCHLAGE zUM 0. UBUNGSBLATT

AUFGABE 1

Bestimmen Sie jeweils alle Losungen der Differentialgleichung auf dem angegebenen Intervall:
a) vy’ =3y +ersin(x), I=R,

b) v'=-Z+4x, I=(0,)

Lésungsvorschlag

a) Die Losung der homogenen Gleichung des Problems kann direkt abgelesen werden: y,(x) =
Ce>* mit C € R. Variation der Konstanten liefert fiir den Ansatz Vp(x) = C(x)e3*:

C’(x)e* = e sin(x).
Eine Stammfunktion von C’ ist dann —%e‘2x(2sin(x) + cos(x)). Die allgemeine Losung der
inhomogenen Gleichung ist gegeben durch

1
p(x) = Ce* - gex(Zsin(x) +cos(x)) (CeR).
b) Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist

on(x) = Cel T9% = Ce2In() = Cen) = cx~2  (CeR).

Variation der Konstanten liefert eine spezielle Losung: Wir verwenden den Ansatz y,(x) =
C(x)x~? und erhalten
C'(x)=4x> bzw. C(x)=x

2

Damit ist y,(x) = x~ eine spezielle Losung und

y(x):%+x2 (CeR)

ist die allgemeine Losung der gegebenen Differentialgleichung.

AUFGABE 2
Losen Sie folgende Anfangswertprobleme auf geeigneten Intervallen:

’

2) { v’ = —ytan(x) + cos(x),
y(0)=1.



Lésungsvorschlag

a) Zunichst bestimmen wir die allgemeine Losung der homogenen Gleichung. Diese ist gegeben

durch y,(x) = Cel(-tan()dx £ oin C € R. Bine Stammfunktion von — tan ist f(—tan(x))dx =

In(cos(x)) und mithin ergibt sich y;,(x) = Cel(-tan(x)dx _ ¢ pln(cos(x)) — C cos(x). Mittels Variation
der Konstanten wird nun eine spezielle Losung ermittelt: Mache den Ansatz y,(x) = C(x) cos(x).
Dies eingesetzt gibt:

yl',(x) = C’(x) cos(x) — C(x)sin(x) = —p(x) tan(x) + cos(x) = —C(x) sin(x) + cos(x).
Also zum Beispiel C(x) = x. Die allgemeine Losung lautet dann entsprechend:
(%) = 9p(x) + yu(x) = (x + C) cos(x).

Nun wird das in die Anfangsbedingung eingesetzt, woraus C = 1 folgt. Damit ist die Losung v
des Anfangswertproblems gegeben durch die Gleichung y(x) = (x + 1) cos(x).

b) Die allgemeine Losung des homogenen Problems ist gegeben durch y,(x) = cel THrdx —
Celn(1-x%) = C(1 — x?) fiir C € R. Der Ansatz Variation der Konstanten liefert fiir eine par-
tikulare Losung die Gleichung wegen

v (x) = C'(x)(1 - x*) — 2xC(x).
Eingesetzt in die Differentialgleichung liefert das
’ 2 _ 2x 2 d.h
C'(x)(1 -x7)-2xC(x) =1 SC(x)(1-x7)+1-x,d.h.
o I=x 1
Clx= 1-x2 1+x
Damit liefert C(x) = In(1 + x) eine mogliche Wahl einer partikuldren Losung. Die allgmeine
Losung der Differentialgleichung ist dann gegeben durch y(x) = C(1 —x?) +In(1 + x)(1 — x?) fiir
C € R. Setzt man die Anfangsbedingung ein, so erhadlt man C = 2. Damit ist die Losung des
Anfangswertproblems gegeben durch y(x) = 2(1 — x?) + In(1 + x)(1 — x?).
AUFGABE 3

Ein Tank enthalt 1000 Liter Wasser, in dem 50kg Salz gelost sind. Beginnend zum Zeitpunkt

to

= 0 flieen pro Minute 10 Liter der Losung aus dem Tank ab. Gleichzeitig flief3t 10 Liter

Wasser mit einem Salzgehalt von 2kg zu (Damit ist Zuflussvolumen gleich Abflussvolumen).

a) Stellen Sie die zu diesem Prozess gehorige Differentialgleichung auf und lésen Sie diese,
d.h. bestimmen Sie wie grof3 der Salzgehalt s zur Zeit t > 0 ist.

b) Mit welchem Salzgehalt im Tank ist nach langer Zeit zu rechnen.

Hinweis: Sie konnen einfachheitshalber annehmen, dass Wasser und Salz zu jeder Zeit vollstandig
durchmischt sind.



Lésungsvorschlag

a) Um Einheiten zu vermeiden, behalten wir im Folgenden im Hinterkopf, dass s die Einheit kg
und t die Einheit Minuten hat. Da standig 1000 Liter im Tank sind, enthalt zur Zeit ¢t > 0 jeder
Liter im Tank die s(t)/1000 Salz. Der Salzgehalt nach einer Minute setzt sich zusammen aus
dem ursprunglichen Salzgehalt und dem im Ab- und Zufluss. Dann erhalt man

s(t+At) :s(t)+(—10-%+2)m

Die Anderungsgeschwindigkeit des Salzgehaltes erhilt man dann wie folgt:

S(t) = lim s(t+ At)—s(t) __10. s(t)

2.
A At 1000

Die den Prozess beschreibende Differentialgleichung ist daher

s(t)

A}
100

s'(t) =

Hierbei handelt es sich um eine lineare, inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung.
Diese losen wir indem wir zunachst eine Losung der homogenen Gleichung bestimmen und
anschlieflend die Methode Variation der Konstanten anwenden. Damit erhalten wir die Losung
des zugehorigen Anfangswertproblems mit Anfangswert s(0) = 50; diese ist gegeben durch

s(t) = 200 — 150e" 10",

b) Fiir t — oo erhilt man eine Salzkonzentration von %, also 2 kg pro in 10 Litern, was gerade

dem kostanten Zufluss entspricht.

AUFGABE 4

Wir betrachten die lineare homogene Differentialgleichung

y =a(x)y (1)

mit a: I — R stetig und I C R ein Intervall. Laut Vorlesung ist die allgemeine Losung gegeben
durch

y(x) = ceJa@dx e,

wobei c € R eine Konstante ist. Es ist klar, dass dadurch Losungen gegeben sind. Beweisen Sie
nun, dass jede Losung der Differentialgleichung (1)) von dieser Gestalt ist.

Lésungsvorschlag

Sei p eine Losung von ([I). Daher gilt

(ye—fa(x)dx) — 3}/e—_[a(x)alx + y(_a(x))e—fa(x)dx — (y/ _a(x)y)e—Ja(x)dx - 0.
————
=0

Folglich existiert eine Konstante ¢ € R mit y(x)e_j“(x)dx =c¢,d.h. y(x) = cel 1% fp e 1.



