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LOSUNGSVORSCHLAGE ZUM 2. UBUNGSBLATT

AurGaBE 1 (TuTORIUM)

Ziel dieser Aufgabe ist es die allgemeine Losung der Differentialgleichung

Y =epl+yp—e (1)

zu bestimmen.

a) Nutzen Sie den Ansatz yy(x) = e* fiir ein a € R um eine Losung v, von (1) zu finden.

b) Wir nehmen an, dass die Funktion y ebenfalls eine Losung von (1)) ist. Zeigen Sie, dass die
Funktion u :=y —y, die Bernoullische Differentialgleichung

uw =e*u?+3u

16st und bestimmen die allgemeine Losung u. Die allgemeine Losung von (1)) ist dann
gegeben durch y =y + u.

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

Zunachst bestimmen wir eine spezielle Losung der Gleichung mit dem gegebenen Ansatz
yo(x) = e**. Einsetzen liefert
(a _ 1)eax — e(Zu—l)x _ exl

und fur a = 1 gilt Gleichheit. Somit ist yy(x) = * eine Losung der Gleichung.

Die weiteren Losungen dieser sogenannten Riccatischen Differentialgleichung bekommen wir
nun mit dem Ansatz u :=y —yy = y —e”. Dieser liefert fiir die Funktion u die Gleichung

w =y'—yp = p?+y—e'—(e 'yl +yo—e’) = e ¥ (¥2 —13) +y —yo = e (1P +2you)+u = e “u’+3u.
—_— —
=u?+2you =u

Dies ist eine Bernoullische Differentialgleichung mit & = 2. Sie hat u = 0 als eine Losung; alle
anderen Losungen erhalten wir, indem wir mit (1 — a)u™ multiplizieren und anschlieSend mit
z(x) := u(x)'=* = u(x)~! substituieren. Dies fiihrt auf

Z'(x) = -3z(x)— e~

Die homogene Gleichung z’(x) = —3z(x) hat die allgemeine Losung z,(x) = ce™3*, ¢ € R, und
mittels Variation der Konstanten erhalten wir z,(x) = —Je7* als spezielle Losung der inhomogen
Gleichung. Die allgemeine Losung der Gleichung fiir z ist damit

1
z(x) = ce ¥ — Ee"‘, ceR



Nun ermitteln wir die Nullstellen von z. Aus z(&) = 0 folgt e?® = 2¢. Fiir ¢ < 0 hat z also keine
Nullstelle, fur ¢ > 0ist & = bg—fc) die einzige Nullstelle von z.

Fir jedes c € R erhalten wir also durch

()= :
u = =
z(x)  cem¥ - Lex
eine Losung von u’ = 3u + e *u?, wobei x € R falls ¢ < 0 und x € (~co, bg—fc)) oder x € (IOgézc),oo)

falls ¢ > 0 gilt. Zusammen mit u = 0 sind dies alle Losungen von u’ = 3u + ¢ *u?. Fir die
urspriingliche Gleichung haben wir also die Losungen

2
— X X
yo(X)—e und y(x)—e +m, ceR.
auf den entsprechenden Intervallen R oder (—co, @) bzw. (%, o0) je nach Wahl von c.

AurGABE 2 (TuTORIUM)

a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung von

7 2x ’ 2 .
}?(x)‘i'l_xz}/(x)—l_xzy(x):o fir O0<x<l.

Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz u(x) = ax um eine Losung der Gleichung zu erhalten.
Verwenden Sie anschlieflend das Verfahren von d’Alembert.

b) Seien I C R ein Intervall und p,q: I — R stetig. Ferner seien y;,y, zwei Losungen der
Differentialgleichung

v” +p(x)y’ +4q(x)y = 0.

Rechnen Sie nach, dass die Wronski-Determinante

v1(x) v2(x)

vi(x) v5(x)

wix) = det( ) = 1 () 32 ()9, ()

die Differentialgleichung w’ = —p(x)w l0ost.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine homogene lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit nichtkonstanten Koeffizienten. Man erkennt, dass u(x) = x eine Losung
ist.



Um die allgemeine Losung y der Differentialgleichung zu finden, machen wir den Ansatz
(Verfahren von d’Alembert) y(x) = v(x)u(x). Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

0= 900+ T2y () = gplx) = 0 () + 20 (60w () + v () +

|
o

x>0 1 X
< v (x)+ 20 (—+ )
V() 200+

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fir v’. Es gilt

f% dx = 2In(x) und f : 2X_ dx=—In(1-x)

—x2

auf I = (0,1). Damit ist v’(x) = C l;fz =C (% - 1) die allgemeine Losung der Differentialglei-
chung fiir v’. Unbestimmte Integration liefert

v(x) = Cl(% +x)+C2

als allgemeine Losung fiir v. Damit ist y(x) = C;(1 + x?) + C,x fiir alle 0 < x < 1 mit Konstanten
C1,C; € R die allgemeine Losung der Differentialgleichung.

Bemerkung: Der Losungsraum der gegebenen linearen Differentialgleichung 2.0rdnung ist
zweidimensional. Die Lésungen y;(x) := x und p,(x) := x> + 1 sind linear unabhingig und
bilden daher ein Fundamentalsystem, d.h. es handelt sich um eine Basis des Losungsraums.
Die lineare Unabhangigkeit lasst sich zum Beispiel mit Hilfe der Wronski-Determinante w
zeigen:

3

y( :—Z:tO

3 02(3) 13
"’(%):det( ! yié)):det(f i‘): i

|

1
2
und somit bilden y; und v, laut Vorlesung ein Fundamentalsystem.

b) Day; und y, Losungen der gegebenen Differentialgleichung sind, erfiillt die Wronski-Determinante
w(x) = y1(x)p5(x) - 9] (x)y2(x) die Gleichung

77

w'(x) = 91 (X)p5(x) + 91(%)97 (x) = 91 (X)92(x) = 91 (x)p5 (%)



