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LOsUNGSVORSCHLAGE zUM 3. UBUNGSBLATT

AurGase 1 (Tutorium)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
a) v +3y9"+3y" +y=x+6e*

und losen Sie das Anfangswertproblem

Ul

b) y// _ 23//_1_ 2y = e2x Sil’l(X), y(()) =3, y’(O) =1.

LOSUNGSVORSCHLAG

Bei allen Aufgabenteilen handelt es sich um (homogene bzw. inhomogene) lineare Differentialglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten. Fur die jeweilige homogene Gleichung machen wir hier stets
den Ansatz

p(x)=e", AeC

a) Um die vorliegende inhomogene Gleichung zu 16sen, berechnen wir zunéchst die allgemeine
Losung der zugehorigen homogenen Gleichung und machen anschliefSend einen Ansatz vom
Typ der rechten Seite. Das charakteristische Polynom der homogenen Gleichung ist

A 4307 430+ 1=(A+1),
d.h. wir haben die dreifache Nullstelle A = —1. Als Fundamentalsystem erhalten wir damit
(e, xe™*, x?e ™)
und als allgemeine Losung der homogenen Gleichung

Vhom (X) = c1e™ + coxe ™™ +c3x%e™,  ¢1,¢0,05 €R.

Bei inhomogenen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten mit Inhomogenitat p(x)e°~ cos(wx)
oder p(x)e’* sin(wx) konnen wir eine spezielle Losung mit dem Ansatz

Vp(X) =1 (x)xKe* cos(wx) + g2 (x)x* e sin(wx)

finden, wobei gq; und g, Polynome von gleichem Grad wie p sind und k die Vielfachheit der
Nullstelle ¢ + iw im charakteristischen Polynom ist (d.h. der Ausdruck x* in obigem Ansatz
fallt weg, falls o + iw keine Nullstelle ist). Tritt nun eine Summe aus Inhomogenitaten der
obigen Form auf, so bilden wir die Summe der jeweiligen Ansatze. Ein Ansatz dieser Art heifdt

Ansatz vom Typ der rechten Seite.



In unserem Fall wahlen wir also den Ansatz: yp(x) —ax+Db+cx3e ™ mit a,b,c € R. Hier gilt

Yp(x)=a+ ce ™ (—x3 + 3x2),
vy (x) = ce ¥ (x% — 6x% + 6x),

vy (x) ce ™ (—x> +9x% - 18x + 6).

Setzen wir dies in die Gleichung ein, so erhalten wir

77

vy (%) + 39, (x) + 3y, (x) + 9p(x) = ax + (3a+b) + 6ce”

! _
Y= x+6e77,

d.h.mita=1,b=-3,c =1 erhalten wir y,(x) =x-3 +x3e7* als spezielle Losung. Die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung lautet somit

2

p(x)=x-3+x°e  +cie +exe ™ +e3x’e™,  cp,cr03€R

Wie bei Teilaufgabe a) berechnen wir zuerst die allgemeine Losung der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung. Die homogene Gleichung y” — 2y” + 2y = 0 besitzt das charakteristische
Polynom

A2_2042=(A-1-i)(A=1+1i)

mit den einfachen Nullstellen Ay =1+iund A, =1 —i. Die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung lautet somit

Vhom (X) = c1e” cos(x) + cpe*sin(x), ¢1,c5 €R.

Als Ansatz fur eine spezielle Losung machen wir hier den Ansatz

Yp(x) = ae?* cos(x) + be**sin(x), a,beR,

mit den Ableitungen

Yp(x) = (2a+ b)e*  cos(x) + (—a + 2b)e** sin(x),

vy (x) = (3a+ 4b)e** cos(x) + (—4a + 3b)e** sin(x).

Einsetzen liefert dann

v, =29, + 2y, = (a+ 2b)e** cos(x) + (—2a+ b)e** sin(x) L eXgin(x) & a+2b=0 A —2a+b=1.

2 2x

Als Losung erhalten wir daraus a = —%, b= % und damit y,(x) = —5e~* cos(x) + %ez

*sin(x), sowie

y(x) = —%ezx cos(x) + %ezx sin(x) + c;e*cos(x) + coe*sin(x), c¢1,c €R,

als allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Zur Losung des Anfangswert-
problems leiten wir zunachst ab und erhalten

v’ (x) = %ezx sin(x) — %ezx cos(x) + (—c1 + ¢p)e sin(x) + (¢ + ¢5)e* cos(x).

Einsetzen der Anfangsbedingungen fuhrt uns schlieSlich auf

p0)=2 = -2=2 = =1,



und
Y(0)=1 = -2+(l+c)=1 & c;=3.

Die Losung ist damit gegeben durch

y(x) = %ezx(sin(x) - 2cos(x)) + %ex(?)sin(x) + 5cos(x)).

AurGABE 2 (TuTOoRIUM)
Losen Sie das Anfangswertproblem

X

e /;+ ’ e_
y -y +ty -v= 5
mit y(0) = 3,3(0) = & und p”(0) = 3.

LOSUNGSVORSCHLAG

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare, inhomogene Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom p lautet:

p(A)=A3-22+1-1 VieC
Eine Nullstelle A; =1 von p kann erraten werden. Polynomdivision liefert:
p(d)=(A-1)(A*+1)

Damit sind A, =i und A; = —i die verbleibenden Nullstellen von p. Alle Nullstellen haben die
Vielfachheit 1. Die Funktionen vy, y, und y3 mit

yi(x)=e,  pa(x)=cos(x),  y3=sin(x)

fur alle x € R bilden also ein Fundamentalsystem fiir die obige Differentialgleichung (vgl. Vorlesung).
Wir suchen eine partikulare Losung y, fiir die Inhomogenitat % Dafiir machen wir den Ansatz ,von
der Form der rechten Seite” (siehe Vorlesung):

Yp(x) = Cxe”
Wir berechnen:

vp(x) = Clx+1)e",
Yy (x) = Clx+1+1)e" =(x+2)e,
y,’,"(x) = C(x+3)e*

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

177 7’ ] ex

Vp () =3p () +p(x) = pp(x) = =

x 1
‘S C((x+3)-(x+2)+(x+1)=x) = 5
1

< 2C = 5

1

s C = Z



Damit ist y,(x) = 7e* eine partikuldre Losung der Differentialgleichung. Die allgemeine Losung der
inhomogenen Gleichung lautet also

Y(x) = C191(x) + Copa(x) + C393(x) + 3 (x)

fir alle x € R mit freien Konstanten Cy,C,, C3 € R. Diese werden durch die Anfangsbedingungen
festgelegt:

9(0) = Clex+Czcos(x)+C3sin(x)+zex] —C +Cyt3,
! x=0
:>C2 = 3—C1,
"(0) = _C e* — C,sin(x) + C3 cos(x) (z+l)e] =C;+C +lll
LA 2 3 474 T Ty
oCi+C = 0=C3=-(C,
[ 113
v”(0) = |Cye*—Cycos(x)— Cssin(x) ( ) ] =Cy - C2+§éE
<:>C1_C2 = i:>2C1— —1:>C1—2:>C2—1C3:—

Also ist y(x) = cos(x) — 2sin(x) + (ﬁ + 2)€X die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems.
Aurcask 3 (Usung)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichungen:
a) y”+y —12y = 6x> - 7x +4,
b) y” -4y’ + 4y = 8sin(2x),
c) v/ -2y9"+y -2y =-10cosx.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Das charakteristische Polynom der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung lautet A2 +
A —12. Damit ist
vu(x) = Ae¥ +Be®™ (A,BeR)

Losung der homogenen Differentialgleichung. Um nun eine spezielle Losung der inhomogenen
Gleichung zu finden, verwenden wir den Ansatz yp(x) = ax? + bx + ¢ mit a,b,c € R. Einsetzen in
die Differentialgleichung liefert

—12ax> +(2a—12b)x + (2a+b—12¢c) = 6x* - 7x + 4.

=

Durch Koeffizientenvergleich erhilt man schlielich die gesuchten Konstanten a = -1, b =
und ¢ = —%. Die allgemeine Losung lautet schliefSlich

P(x) = p(x) + vp(0) = Ae B+ B~ L2 Lo 3 (e A BeR).

b) Das charakteristische Polynom der zugehorigen homogenen Differentialgleichung lautet A% —
4) +4 = (A -2)% Damit ist
vu(x) = Ae** + Bxe®* (A,BeR)

Losung der homogenen Differentialgleichung. Um nun eine spezielle Losung der inhomogenen
Gleichung zu finden, verwenden wir den Ansatz y,(x) = acos(2x) + bsin(2x) mit a,b € R.



Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
8asin(2x) — 8b cos(2x) = 8sin(2x).

Durch Koeffizientenvergleich erhalt man schlieflich die gesuchten Konstanten a =1 und b = 0.
Die allgemeine Losung lautet schliellich

Y(x) = pu(x) +p,(x) = Ae? + Bxe*® +cos(2x) (x€R, A,BER).

c) Das charakteristische Polynom der homogenen Gleichung lautet
A 2224 1-2=(A=2)(A=i)(A+1).

Damit ist
vu(x) = Ae** + Bsinx+ Ccosx (A, B,C €R)

Losung der homogenen Gleichung. Um eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu
finden, mache wir den Ansatz

Yp(x) = x(acosx +bsinx) (a,b€R).

Einsetzen in die Differentialgleichung und anschliefSlender Koeffizientenvergleich liefert a = 1
und b =2, also y,(x) = x(cosx + 2sinx). Die allgemeine Losung ist daher gegeben durch

Ae* + Bsinx + Ccosx +x(cosx +2sinx) (x€R, A,B,C €R).

AurGask 4 (Usunag)
Bestimmen Sie die Losung der folgenden Anfangswertprobleme
a) xp"+y=0, p(1)=0,y(1)=1,
b) x*y”+xy’-y=Inx, p(1)=2,y(1)=-1,
¢) X?y@W 451y 4y + - =0, p(e)=0, p'(e) =1, y"(e) =1, p"(e) = L.

X x2
LOSUNGSVORSCHLAG
a) Wir verwenden den Ansatz x = e’ und erhalten durch Einsetzen:
e*'y”(e') +y(e) = 0.
Wir setzen z(t) := y(e'). Dann gilt 2’(t) = e'y’(e’) und z”(t) = e*'y”(e') + e'y’(e’). Damit erhalten

wir die DGL
/-7 +z=0

fur z. Diese homogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat das charakte-
ristische Polynom A? — A + 1, also erhalten wir die allgemeine Losung

z(t) = Ae? cos(?t) + Be? sin(%t) (A,BeR).
Rucksubstitution liefert die allgemeine Losung

y(x) =z(Inx) = A\/Ecos(\/Tg Inx)+ Bﬁsin(g Inx) (A,BelR).



Einsetzen der Anfangswerte ergibt schliefdlich die Losung

Wir verwenden den Ansatz x = ¢! und erhalten durch Einsetzen:

e?y"(e") +e'y'(eh) ~p(e) = t.

Wir setzen z(t) := p(e’). Dann gilt z’(t) = e’y’(e’) und z”(t) = e*'y”(e’) + e'p’(e’). Damit erhalten

wir die DGL
z' —z=t

fur z. Diese inhomogene lineare DGL 2. Ordnung konstanten Koeffizienten hat das charakteri-
stische Polynom A2 — 1, also erhalten wir die allgemeine Losung

z(t)=Ae' +Be”'—t (A,BER).

(Fur die partikuldre Losung konnen wir den Ansatz von Typ der Seite verwenden: y,(t) = at +b
mit a,b € R. Einsetzen in die Differentialgleichung und Koeffizientenvergleich liefert dann
a=-1,b=0und somit y,(t) = -t.)

Ricksubstitution liefert die allgemeine Losung

p(x)=z(Inx) = Ax+Bx! ~Inx (A,BEeR).
Einsetzen der Anfangswerte ergibt schlieSlich die Losung
y(x) = x+x1-Inx (x>0).
Multiplizieren der DGL mit x? liefert die Euler’sche DGL
x4y(4) + 5x3y”’ + xzy” +2xy’ =2y =0.

Wir verwenden wieder den Ansatz x = ¢’ und erhalten durch Einsetzen:

ey B(e!) + 5%y (') + ey (e") + 26"y (e") - 29(e") =
Wir setzen z(t) := y(e'). Dann gilt

Z(t)=e'y’(e"),

(t)
2'(t) = ey () +e'y'(e"),
27 (t) = ¢ y"'( " +3e*y"(e') +e'y'(e"),
2% = ety (et) £ 6231y () + 7y (') + €'y (e).

Damit erhalten wir die DGL

4)

Z® 2 377 457 —22=0

fur z. Diese inhomogene lineare DGL 2. Ordnung konstanten Koeffizienten hat das charak-
teristische Polynom A% — 13 -312 + 51 -2 = (A - 1)3(1 + 2), also erhalten wir die allgemeine
Losung

z(t) = Ae' + Bte' + Ct?¢! + De™  (A,B,C,D € R).



Ricksubstitution liefert die allgemeine Losung
y(x) =z(Inx) = Ax+ Bxlnx + Cx(Inx)?>+Dx? (A,B,C,D€R).
Einsetzen der Anfangswerte ergibt schlieflich die Losung

p(x)=x—xlnx=x(1-Inx) (x>0).



