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LOSUNGSVORSCHLAGE zUM 4. UBUNGSBLATT

Aurcase 1 (Usunag)

Gegeben sei das Anfangswertproblem
y'=xy? -1, y(0)=1.

Wenden Sie den Potenzreihenansatz y(x) = Z?io cjxj an und bestimmen Sie die ersten sechs
Koeffizienten Cj furj=0,...,5.

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir machen einen Potenzreihenansatz, d.h. es gilt

v(x) = Zc]-xj, sowie  p'(x)= ch]-xj_l.
j=0 j=1
Aufgrund des Anfangswertes ergibt sich
!
v(0)=¢o=1.

Ferner, erhalten wir mit dem Cauchyprodukt fiir Reihen

x*y? = x? Zc]-x] chx] :xzz chc]-_l x = Z chcj_l xI*2,
=0 j=0 =0\ 1=0 j=0 \1=0

Die gegebene Differentialgleichung ist dquivalent zu y’ — x?y? + 1 = 0. Einsetzen der Darstellungen
von y’ und x?y? fiithrt zu

ijcjle - i[iclc]’_l]xﬂz +1=0.

i=1 j=0\ 1=0



Mit Hilfe eines Koeffizientenvergleichs bestimmen wir die Koeffizienten ¢; fur j =1,...

X 1 -0+41=20 = =1
xl: 2.6,-040=0 =, =0.
2 ! 1
x“: 3-c3—¢yp-cp+0=0 =>c3= .
—_—— 3
=1
3 ! 1
x°: 4decg—co-c1—c1-cg+0=0 =0y =—=.
—_—— —— 2
=1 =1
4 ! 1
x*: 5.c5—cg-cp—c1:c1—Cr-cg+0=0 =(5=—.
—_—— —— —— 5
=0 =1 =0
Dies liefert
y@)zl—x+—x3—lx4+ X+
3 2 5

AurGask 2 (Usunag)

Gegeben sei das Anfangswertproblem

v +xy’+y=0, v(0)=1, 2’(0)=0,
welches mit einem Potenzreihenansatz y(x) = ) 7, cjxj gelost werden kann.

a) Zeigen Sie fiir die Koeffizienten c; die Rekursionsformel
1 )
C]‘+2:—],+—26]‘, ]ENQ.

b) Zeigen Sie, dass die Koeffizienten explizit gegeben sind durch

0, j=2k+1fureink € Ny,

TR j = 2k tur ein k € N,

c) Geben Sie die Losung des Anfangswertproblems in geschlossener Form an.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir machen einen Potenzreihenansatz, d.h. es gilt

p)=) o Y)=) jepd™ =) ji- e
‘ 2

]:O ]:1
Durch die Anfangswerte ergibt sich unmittelbar

y(0) =cg 21 und

|

y'(0)=¢; =0.



Setzen wir dies in die Differentialgleichung ein, so erhalten wir auf der linken Seite

0=9y"+xy"+p

=Y -4 ) jepd + ) e

j=2 j=1 i=0
Indexshift Z(] +2)(j + 1)Cj+2xj + chjxj + Zc]-xj

i=0 i=0 =0

=[G+ 26+ Dejea+ G+ 1)ej]

=0
S (j+2)(j+1)cj2+(j+1)c;=0 furalle j €Ny
S (j+2)cjp2+¢j=0 furalle j €Ny

© i = ]+—]2 fiir alle j € IN.

1 (1!
=0: N
I RS TRET
1
=1 =——-0=0
] ] 3
5 11 (-1)?
Y S R T
j=3: ¢5=0
1 1 (-1)3
:4 = —— = ==
] =TT 6.8 233
j=5: ¢ =0
‘ 1 1 (-1)*
= Cq = ——Cg = =
] 8 678.6-8 24.4l

Dies legt die Vermutung

0, j=2k+1fureinkeNy,
2k k!

c
j = 2k fiir ein k € IN,

nahe. Wir wollen diese Aussage mit vollstandiger Induktion beweisen. Fur j = 0 gilt ¢; =

1= % und j = 1 ist ¢; = 0, d.h. die Aussage ist korrekt fur j = 0 und j = 1. Somit ist der

Induktionsanfang gemacht. Sei nun j = 2k + 1 fur ein k € N und es gelte ¢; = 0. Dann folgt
direkt aus der Rekursionsformel

2= —L =0,
€2 j+2



_1)k

Py

Sei hingegen j = 2k fur ein k € N und es gelte ¢; = 5, so ist
(1)
—C]' B _le! B (_1)k+1 B (_1)k+1

Cipp=7>== = =
TN T 2k+2 2k k2(k+1) 2Kl (k+1)!
und somit ist die explizite Darstellung der c; bewiesen.

c) Mit Aufgabenteil b) gilt

00 . 00 (_1)k . © 4 2 k e
Z/(X):chx :Z2kk'x ZF —7 =e 2.

i=0 =0 k=0




