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LOSUNGSVORSCHLAGE ZUM 5. UBUNGSBLATT

AurGase 1 (TuTorIUM)
a) Zeigen Sie mit dem Satz von Picard-Lindeldf, dass das Anfangswertproblem

b= G-

eindeutig losbar ist. Berechnen Sie die sukzessiven Approximationen ( ”) aus der Fix-
n
punktiteration fur n =1, 2, 3.

b) Zeigen Sie mit dem Satz von Picard-Lindeldf, dass das Anfangswertproblem
v =x% +xp?, y(0) =0,

eindeutig losbar ist. Berechnen Sie die sukzessiven Approximationen y, aus der Fixpunk-
titeration fur n =1,2, 3.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Sei F:R® — R definiert durch F(t,x,y) = (_xy) Dann ist F fiir jedes (t,x,7) € R> stetig partiell

nach allen Variablen differenzierbar. Somit ist das gegebene Anfangswertproblem nach Picard-
Lindelof eindeutig losbar. Die Picard-Iteration ist gegeben durch

X, 1

(yg)(t) = (0) VteRR,

Xn+ _ 1 ' _yn(s)
(yni)(t) = (0)+J0(xn(5))ds Vte R

Somit folgt

-t
G- -]
G- L1

Nach einem Hinweis in der Vorlesung konvergiert diese Folge nun auf einer kleinen Umgebung
der 0 (gleichmaflig) gegen die tatsachliche Losung.



b) Sei F: R? — R definiert durch F(x,y) = x> + xp2. Dann ist F fiir jedes (x,y) € R? stetig partiell
nach y differenzierbar mit

JF )
a—y(x,y) =2xyp Y(x,y) € R

Nach dem Satz von Picard-Lindelof ist das gegebene Anfangswertproblem demnach eindeutig
losbar. Die Picard-Iteration ist gegeben durch

vo(x) = 0 VxeR,

X
J t2 +ty2(t)dt VYxeR
0

Ynr1(x)

Somit folgt
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v1(x) ZJ Pdr=",
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Nach einem Hinweis in der Vorlesung konvergiert diese Folge nun auf einer kleinen Umgebung
der 0 (gleichmafig) gegen die tatsachliche Losung.

AurGaBE 2 (Tutorium)

Betrachten Sie die folgenden Systeme linearer Differentialgleichungen auf (0, o). Verwenden Sie
jeweils das gegebene Fundamentalsystem @ um die allgemeine Losung ¥’ = (u,v) des Systems
mit Hilfe der Methode Variation der Konstanten zu finden.

2v -2x &
a) u'=-—=+xv =-u+l, @(x):( 2x xz),
x

1
b) xu' =u+2v+xcos(x),xv’ =-u—-2v, (D(x):( ' xl)'

LOSUNGSVORSCHLAG

Es handelt sich jeweils um ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung, also

wobei A(x) fiir jedes x € R eine 2 x 2-Matrix ist. Wenn ein Fundamentalsystem @ bekannt ist, so ist
eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung gegeben durch

—

7,(x) = ©(x) JCD(x)_lb(x) dx.

Fur eine 2 x 2-Matrix A = (? Z) ist die Inverse gegeben durch A™! = 1 d

-b
vl G falls ad — bc = 0.

Zusammen mit der homogenen Losung ergibt sich dann die allgemeine Losung der Gleichung.



a) Esgilt

Es folgt

und somit

und eine partikuldre Losung somit durch

}Jp(X)

X

4

@(x)jCD(x)_lg(x) dx = (1 - 3%)

Mit Hilfe des Fundamentalsystem ergibt sich die allgemeine Losung der inhomogenen Glei-
chung

ylx) =

2
“2cx+ 82 +1+3%
X

4 1,02 €R).
cx? 3 9513 ] ver el
b) Es gilt

0
Das Fundamentalsystem ist laut Aufgabenstellung gegeben durch

A(x) = (_%l _%2 ) b(x) = (COS(")).

Es folgt

und somit



Ein Integral davon ist gegeben durch

jqb(x)ll_;(x) dx :( 2sin(x) )

—xsin(x) — cos(x)

und eine partikulare Losung somit durch

5 . _ cos(x)
7,(x) = (D(x)J(D(x)_l b(x) dx = (Slnii)os(x)x )

Mit Hilfe des Fundamentalsystem ergibt sich die allgemeine Losung der inhomogenen Glei-
chung

cos(x)

y(x) = (Cl + 5 sin() - =% ) (c1,c3 €R).

- 1
=+ — 2+ L cos(x)

AurGaBE 3 (TuTORIUM)
Wir betrachten das folgende RL-Netzwerk:

R, R
] —
L
. —»
Il Izi T‘I}_ :[3

Bestimmen Sie unter Verwendung der Kirchhoff’schen Regeln ein Differentialgleichungssystem
fur die Strome I, und I3. Losen Sie anschliefend dieses System unter den Anfangsbedingungen
I1(0) = I,(0) = I3(0) = 0 und mit den Groflen Ry =R, =R3=10,L, =L3=10H, U = 10sin(t) V.

LOSUNGSVORSCHLAG
Nach den Kirchhoff’schen Regeln gilt
Il = Iz + I3,

RlIl +R2[2+L2[1/ = U,
R3I3 + L3I3: —Rzlz =0.

Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite und Umformen der zweiten und dritten nach I, bzw.
nach I; liefert

, U (R, R, Rz) (R3 Rl)

==L+ 242 )L+ (=2 -2,

271, (L2+L2+L3 2\, T L)
R, R,

I==%1,- =31,

3T, Ly



Setzen wir nun die gegebenen Grofien ein, so erhalten wir das Differentialgleichungssystem

I} = =31, +sin(t), I,(0) =0,

Ié 212—13, 13(0):0
Eine einfache Methode, dieses System zu 16sen, ware wohl die Eliminationsmethode anzuwenden.
(Im konkreten Fall konnten wir die Losung I, der ersten Differentialgleichung bestimmen und diese

Losung anschlieflend in die zweite Gleichung einsetzen. Schlief3lich konnten wir die Losung I3 der
zweiten Differentialgleichung ermitteln.) Die Eigenwertmethode ist hier ein wenig aufwandiger, wie

30 ), mit den

wir im Folgenden sehen werden. Die zum obigen System gehorige Matrix ist A := ( 1 -1

Eigenwerten Ay = -3 und A, = —1. Die zugehorigen Eigenrdaume sind

-1

Kern(A +I) = Kern (_12 8) = lin{((l))}.

Damit erhalten wir das Fundamentalsystem

Kern(A +3I) = Kern((l) g) = lin{( 2 )},

2¢73t 0
—e et

O(t) = ( -3t

Um eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu erhalten, wollen wir nun noch die "Variati-
on der Konstanten’-Formel anwenden. Mit

folgt dann

3t(3sir1(t) - cos(t)) + 15
et(sin(t) —cos(t)) +

> (L)) [0\ > [ e+ 3sin(t) - 1 cos(t)
I(t)—( 2 )_CD(t)(I)(O) 1( )+Ip(t)_(%e—lt0_ %e_3lto+ll—osin(tl)0—%Cos(t))’

sowie I (t) = I(t)+ I5(t) = %Le_t +5g€ ' +5sin(t) - 1—30cos(t).

Aurcask 4 (Usung)

Berechnen Sie explizit die Matrixexponentialfunktionen zu den folgenden Differentialglei-
chungssystemen.

a7 =[5 5)p o=(y)



S (15},
Losen Sie daraufhin das Anfangswertproblem a).

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Definieren wir A := (2 1) und B := (8 é), so gilt A = 2I + B. Auflierdem haben wir B? =0und

0 2
somit auch B¥ = 0 fiir k > 2. Wegen (2I)B = B(2I) folgt

2t 2t 2t 2t
tA _ 2tT tB _[€ 0\[f1 O 0 1]_6 0\(1 t\ (e te
e Tee "(() er)[(o 1)*‘t(0 o/l {o elo 1)7 o &)

Als Losung des Anfangswertproblems erhalten wir schlief3lich
N 5 eZt teZt 1 eZt + teZt
y(t):etAy(O):(O ezr) 1): o2t )

b) Fir das charakteristische Polynom p4 von A gilt

1-2 5

pAM):‘_l 3_AL:U—AX3—M+6:aV—4A+8 (Ae).

Seine Nullstellen sind also
A =2+V4-8=2+2i, A, =1, =2-2i
Wir bestimmen einen Eigenvektor v zu A;:

(—1—21 5 )|m—1+2n N (5 —5+1m)|(%)

-1 1-2
1 -1+2i 1 -1+2i
- L& 1—2i)el-~(0 0 )

Nach der Vorlesung bilden

q,‘_))l(t) Re(e’\ltv_{) = Re(e2t(cos(2t) +1isin(2t)) (1 _121)) =% (cos(22);réf)in(2t)),

At _ 2t [sin(2f) —2cos(2f)
Im(e tvl)—e t( sin(21) ) VteR

¢a(1)

ein Fundamentalsystem @ = (471 (f_;z) fur y’(t) = Ay(t). Es gilt

qnm:(}'ﬁ)



Berechne die Inverse [®(0)]"1):

ot cp(t)[qn(O)](—“:7(cos(zt)(} 02)+sin(2t)(f) 1))(_01 f)

e?t (cos(Zt)((l) ?) + sin(2t) (_1 515)) (t € R).

AurGase 5 (UBunag)

Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems
o [-15 —24) e |
ro=(7 Soe(y) o=(L)
LOSUNGSVORSCHLAG

Wir berechnen zunichst ein Fundamentalsystem der zugehorigen homogenen Gleichung 4 = A7,

15 4) gesetzt haben. Das charakteristische Polynom von A ist

wobei w1rA::( g 13

A+15 24

p(A) = det (A - A) :det( o s

):/\2+2/\—3:(A+3)(/\—1)

Die Eigenwerte von A sind daher A; = -3 (mit Vielfachheit 1) und A, =1 (mit Vielfachheit 1). Der
EFigenraum zu A; ist

Es(-3) =Kern(-3I-A) = Kern(iz —2146) = Kern((l) (2)) = lin{(_zl)},

d.h. die erste Fundamentallosung ist

Der Eigenraum zu A, ist gegeben durch

Ea (1) =Kern(I -A) = Kern(ig _2142) = Kern(g g) = lin{(_32)},

welcher eindimensional ist daher zunachst nur eine weitere Fundamentallosung



liefert. Ein Fundamentalsystem ist daher gegeben durch

| | -3t t
(1) =|G1(t) palt) =(f‘§_3t _32;),

und die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist somit

1
C2

Trom (1) =c1><t>( )= Qi+ Balt) e e R

Eine spezielle Losung 3, der inhomogenen Gleichung lasst sich nun mit Variation der Konstanten
bestimmen. Nach Vorlesung gilt

t -
7o(t) = @(t)jo O(s) B(s) ds.

Mit

_ 1 —2¢f 3¢t 203t 33t - et
(1) = —(e_gt )= (—e‘t —Ze‘t) und b(t) ::( )

B ( el —e73t - 3te! )
S oL, 1,3t t]
—5e +5e 7 + 2te

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist dann

et —e3t —3tet ) (Ze‘3t 3et)(cl

- _ , ¢, c€R
—Tet+1e73t 1 2tet | \—e73 —2¢! c2) =2

FU6) = T (6)+ Fhom (1 =(

Einsetzen der Anfangsbedingungen liefert

70) = (_21 _32)(2) L (_11) — c=-1,c,=1.

Und als Losung des Anfangswertproblems erhalten wir schliefllich

At) = 4t — 3¢5 — 3te!
Y= —%et+%e‘3t+2tet ’



