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LOSUNGSVORSCHLAGE zUM 6. UBUNGSBLATT

AurGaBsE 1 (TuTorRIUM)
Losen Sie das Anfangswertproblem

d d
39—Z(x,t)+28—1;(x,t):sin(2x—3t), x,teR,
u(x,0) = xe, xeR

LOSUNGSVORSCHLAG

Das gegebene Anfangswertproblem lasst sich in der Form eines linearen Transportproblems dquiva-
lent schreiben:
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(x,t)+ % (x,t) = Esin(Zx— 3t) =: g(x, 1), xteR,

——
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u(x,0) = xe* = f(x), x€R.

Die partielle Differentialgleichung lasst sich umschreiben zu

M t) = (%) (Vu)(x, t) = %sin(Zx ~31),

i

Somit ist die Richtungsableitung von u in Richtung (%) durch die rechte Seite gegeben. Dies ist die

Ableitung entlang einer Gerade mit Steigung 3, weshalb es anschaulich Sinn macht, dass dies die
Ableitung einer Funktion ist, die von einem Parameter abhangt, der diese Gerade beschreibt, namlich

3
w(s)=u(x+ 55 t+s),

fur beliebige aber feste x,t € R. Denn nach mehrdimensionaler Kettenregel gilt

, ou 3 3 du 3 ou
w (5):a(x"‘zs;t'i's)'a+E(X+§S,t+s)-l:

1
(é)(x+ gs,t+s) = Esin(2x—3t).
a2
1
Daraus folgt

0 0
u(x, t)—u(x— %t,O) =w(0)-w(-t) = J_ w'(s)ds = J: %sin(2x— 3t)ds = %sin(Zx— 3t)



Wegen u(x — %t, 0)=f(x- %t) =(x— %t)ex_%t folgt schliefdlich
t 3 \ax-3t
u(x,t) = Esm(2x—3t)+(x—zt)e 2

fur alle x, ¢ € IR als eindeutige Losung des Anfangswertproblems.

AurGABE 2 (TuTOoRIUM)

a) Losen Sie das Randwertproblem

u du
= = _—xé¥ X R?
x(x,y) 9y (%) xe’, (x,y) €R,

u(x,0)=x+1, x e R

b) Losen Sie das Anfangswertproblem

u ,_, u u ,_, u .. S 3
E(x,t)+a(x,t)+2a—y(x,t)+z(x,t)—t (x—y+2), Xx=(x,9,z)eR’, telR,

u(x,0)=e¢ 2, XeR>.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir ersetzen formal y gegen t. Dann lautet das gegebene Randwertproblem

Ju Ju
E(x, t) +:}-)/a

=a

(x,t) = xel =: g(x, 1), (x,t) € R?,

u(x,0)=x+1=:f(x), xeR

Seine Losung ist nach der Vorlesung durch

t
u(x,t) = f(x—ta)+f gx—(t—7)a,7))dr
Ot
= (X+t)+1+j(x+(t—T))6TdT
0

t
= x+t+1+(x+t)[ef]tT:O—J T e drt
0 —~—"——~—
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1—(X+t)et—[T€T]i:0+J‘ et dr

0
= 1+ (x+t)e' —tef +e' —1

= xet+et

fiir alle (x, t) € R? gegeben.



b) Es liegt das lineare Transportproblem
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%(Tth 2| VuXt)=t*|-1|-¥=:g(Xt), FeR3teR,
1 1
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= -5

vor. Seine Losung ist nach der Vorlesung durch

t

wEH = fE-m s | g - dr
0

(=) +(y=20)2+(z-1)?
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ftrzg- (X—(t—7)a)dt
0

=02+ (p-20)2+(z-1)2 IR t 5
e 2+ | ©%b-®dve- | (t-1)(b-d) dr
0 0
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(=) 4 (y=20)2 4 (z-1)? 3
= e 2 + §t (x—p+2)

fur alle X = (x, V,2) € R3und allete R gegeben.

Aurcask 3 (Usunag)
Berechnen Sie die Losung des folgenden Warmeleitungsproblems mit einem Separationsansatz:

deu(x,t) — dyyu(x,t) =0, 0<x<1,t>0,
0, u(0,t) = d,u(l,t)=0 fur t >0,
u(x,0) = cos(mx), fur 0 <x<1.

LOSUNGSVORSCHLAG

Der Ansatz u(x,t) = v(x)w(t) mit v, w = 0 (u erfullt sonst die Randbedingung nicht), liefert uns

v(x)w'(t) v (Yw(t) =0 &= vv((xx)) - 1:}((:)),

Da die linke Seite nur von x und die rechte nur von t abhangt, sie aber fiir alle x, t ibereinstimmen,
hangen beide Ausdriicke weder von x noch von ¢ ab. Also existiert eine Konstante A € R mit

=1 = v"(x) = lv(x),

=1 = w(t) = lw(t).

Diese gewohnlichen Differentialgleichungen haben die allgemeinen Losungen

v(x) = cle‘ﬁx + cze_‘ﬁx und  w(t)=c3e™, ¢, c3€R



Hier kann man auch bereits A = 0 ausschliefsen, da sonst u(x, 0) = cos(mx) nicht erfiillt sein konnte.
Aus den Randbedingungen d,u(0,t) = d,u(1,t) = 0 folgt v’(0) = v’(1) = 0. Mit

v (x) = cl\/Xe‘/Xx - cﬁ/ie“ax
folgt dann
v (0)=VA(c; —c2) =0 &= ¢ =0,
v'(1) = \/X(cle‘ﬁ—cle_‘ﬁ) 0 = V= VA
& 2VA=2min, neN
— A=-n’n?, nelN.
Damit ergeben sich fiir jedes n € IN die Losungen

V(%) = ¢ €™ 4 07T = 2¢) cos(mnx),  wy(t) = cze

Aufsummieren liefert die allgemeine Losung

Mit der Anfangsbedingung u(x,0) = cos(mtx) erhalten wir nach Koeffizientenvergleich a; = 1 und
a, = 0 sonst. Insgesamt fuhrt dies auf die Losung

u(x,t) = cos(nx)e‘”zt.

AurGask 4 (Usunag)
Betrachten Sie die eindimensionale Warmeleitungsgleichung
deu(x, t) — dyu(x, t) = -1, xeR, t>0.

Setzen Sie den wandernden Wellen-Ansatz u(x, t) = y(x—ct) mit Wellengeschwindigkeit ¢ € IR\{0}
in die gegebene Gleichung ein um eine gewohnliche Differentialgleichung fur die Profilfunktion
v: R — R herzuleiten. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der gewohnlichen Differentialglei-
chung um moglichst viele Losungen der Warmeleitungsgleichung zu finden.

LOSUNGSVORSCHLAG
Wir verwenden den wandernden Wellen-Ansatz u(x,t) = y(x — ct) mit c € R\ {0} und erhalten

8tu(xl t)= at(y(x - Ct)) = _Cy,(x - Ct),
dxth(x,1) = Dy (y(x —ct)) = p”(x —ct).

Eingesetzt in die Warmeleitungsgleichung ergibt sich

77

De(x,t) = Dpett (x,£) = —cy’(x — ct) =" (x — ct) = —1.
Die Substitution z := x — ct fuhrt zu

v”(2) +cy’(z)=1.



Dies ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Zunachst bestimmen wir die allgemeine
Losung der zugehorigen homogenen Gleichung. Das charakteristische Polynom ist hierbei gegeben
durch

p(A)=A2+cd=A(A+0)
Mithin ist die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
Yhom(z) =kie"“+ky (ki kp € R).

Um eine Losung der inhomogenen Gleichung zu finden, bietet sich der Ansatz vom Typ der rechten
Seite y,(z) = az mit a € R an. Einsetzen in die Gleichung und Koeffizientenvergleich zeigt, dass eine
partikuldre Losung durch y,(z) = Z gegeben ist. Die allgemeine Losung der linearen gewohnlichen
Differentialgleichung ist demnach

— z
y(z):yhom(z)+yp<z):kle Cz+k2+z (ki,k; € R).

Schliefilich erhalten wir die folgenden wandernden Wellen-Losungen der eindimensionalen Warme-
leitungsgleichung;:

() = p(x —ct) = ky et 4 ky + % —t  (ki,ky €R).



