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5. Ubungsblatt

Aufgabe 22

Bestimmen Sie unter Verwendung eines abgewandelten Potenzreihenansatzes die allgemeine
Losung von

3
x2y’/+§xy'+xy:0 (x >0).

Aufgabe 23
Berechnen Sie eine Losung der Differentialgleichung
" / 9 o
Ty —|—7y—|—;y—0 (x> 0)

mit einem abgewandelten Potenzreihenansatz. Bestimmen Sie die allgemeine Losung.

Aufgabe 24

Es seien a,b € R, I ein offenes Intervall, das a enthélt, und f: I x R — R eine stetige
Funktion. Ferner sei das Anfangswertproblem

y/:f(l',y), y(a) =0

gegeben. Wir wollen eine Losung iterativ bestimmen und definieren dazu die Folge (¥, )nen,
von Funktionen I — R durch

yo(x) =0, Yna1(T) 1= b+/ ft,ya(t)) dt fir n € Ny, x € I.
a) Essei I =R und das Anfangswertproblem gegeben durch

v =zy, y(0)=1

Bestimmen Sie (Y, )nen, sowie die Grenzfunktion y(x) := lim, . y,(z) (z € I). Wie
lautet die Losung des Anfangswertproblems?

b) Essei I = (—3,3) und das Anfangswertproblem gegeben durch
y =2+ zy*, y(0)=0.

Berechnen Sie y, fiir n = 0, 1,2, 3. Begriinden Sie, dass y(z) := lim, oo yn(x) (z € I)
existiert und eine Losung des Anfangswertproblems ist.
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c) Essei I =(—1,1) und das Anfangswertproblem gegeben durch
y = flz,y), y(0)=0,

wobel
0 , =0, |yl <1,
2x ,0< 2] <1, =1 <y <0,
f(x’y): y 2
2 —4L | 0<|z[<1,0<y<a?
—2x L 0<zl <1, 22 <y<1.

i) Vergewissern Sie sich, dass f auf (—1,1) x (=1, 1) stetig ist.

ii) Zeigen Sie, dass es zwei Funktionen zi, zo so gibt, dass y, = z; fiir ungerade n
und y,, = 29 fiir gerade n > 2 gilt.

iii) Sind z; und z; Losungen des Anfangswertproblems?

Aufgabe 25

Aus der Vorlesung wissen wir, dass ein Anfangswertproblem y' = f(z,y), y(xo) = yo mit
stetiger Funktion f immer eine Losung besitzt (Existenzsatz von Peano). In dieser Aufgabe
werden wir sehen, dass die Losung nicht eindeutig zu sein braucht und dass auch maximale
Losungen verschiedene Existenzintervalle haben konnen.

Wir betrachten die Differentialgleichung 3’ = f(y) mit

f(y) _ {\/m ) |y‘ <1

y? Cyl>1

und dem Anfangswert y(0) = 0.

a) Begriinden Sie, dass dieses Anfangswertproblem (mindestens) eine Losung besitzt.

b) Finden Sie alle Losungen des Anfangswertproblems ¢y’ = f(y), y(0) = 0.

Anleitung: Zeigen Sie, dass jede Losung monoton wachsend ist.
Es sei I = [xg, 79+ 0) ein Intervall und y : I — R eine Losung der Differentialgleichung
y' = f(y) mit dem Anfangswert y(z¢) = yo. Wie lautet y,

i) falls |y(z)| > 1 fur alle z € I gilt?
i) falls 0 < y(x) <1 fiir alle x € I gilt?

Bauen Sie nun aus diesen beiden Losungen und einer dritten trivialen Losung die ma-
ximalen Losungen y : [0,a) — R des urspriinglichen Anfangswertproblems zusammen.

Aufgabe 26

Es seien ag,aq,...,a,-1 € R. Stellen Sie die homogene lineare Differentialgleichung n-ter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten

y™ an 1y 4y +agy =0 (%)

als System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung dar. Schreiben Sie dazu z; := y,
zi=vy,... 2, =y" Y und Z:= (2,..., 2,). Geben Sie nun eine Matrix A € R™ " so0 an,
dass Z genau dann Loésung von

7' = A7

ist, wenn y die Differentialgleichung (%) erfiillt. Berechnen Sie auflerdem det(A — A).
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