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Losungsvorschlige

1. Zum Aufwirmen

Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen/Anfangswertprobleme:

()
(b)
(©)
(d)
(e)

yx=2y
;. 2x
y - x2+1y
Y =-2 +4x,y(1) =0

Y +ycos(x) = sin(x) cos(x), y(0) = 1

Y + 7 +x2=0
HiNwEIs: Substituieren Sie z(x) = xy(x)

Oy =C+y’-x+y-1
Losuna:
(a) Separation der Variablen

(b)

Zunachst folgt aus der Differentialgleichung fir x = 0, dass y(0) = 0. Andere Anfangs-
werte sind also dort nicht méglich. Man sieht weiter, dass die konstante Funktion y = 0
eine Losung ist. Fir x # 0 kann durch x dividiert werden. f % = % +C, CeRR
ergibt In|y| = 2In|x| + C = In(x?) + C und damit y(x) = +e“x2. Bei der Integration ist zu
beachten, dass nicht tiber die Polstellen der Integranden integriert werden darf. Losun-
gen sind also zunéchst nur auf (0, 00) bzw. (oo, 0) definiert, lassen sich aber bei x = 0
differenzierbar stiickeln:

cix?> firx>0
y(x) = )

cox~ firx <0

mit Konstanten ¢y, ¢, € R.

Separation der Variablen

% = [ Z.dx+C,C e RliefertIn|y| = In(x? + 1) + C, also y = +¢“(x + 1). Da die

konstante Funktion y = 0 auch eine Lésung ist, kann man allgemeine Losung schreiben
als

y(x)=c(x*+1), ceR

Lineare inhomogene DGL 1. Ordnung

Die allgemeine Losung der homogenen DGL y’ + %y = 0 ist gegeben durch cyy mit

X 2 1
st = (- [ 2] -t - .
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(d)

¢ € R. Eine partikuldre Losung erhalt man aus

v 4t 1 x*-1 1
_ _ 3 — a2
y,(x) = (fl e dt) Yo(x) (f 4t dt) 5 =z X =z
Die allgemeine Losung der DGL ist daher
P(x) = cyo(x) +y,(x) = +x°

und aus der Anfangsbedingung ¢(1) = ¢ = 0 folgt, dass die Funktion y(x) = x* — x das
gegebene Anfangswertproblem l6st.

Lineare inhomogene DGL 1. Ordnung
Die homogene DGL " + y cos x = 0 wird gelost durch cyy(x) (c € R),

Yo(x) = exp (— f costdt) = exp (-sinx).
0

Eine partikuldre Losung ist gegeben durch

Yp(x) = (fx sintcostesmtdt) e sy = (fsmses ds) e~ sin¥
0 0
= ([Ses]ﬁinx - fsmx e ds) e~ sinY = (sinxesm" +1- esmx) g sinx
0

Die allgemeine Losung der DGL lasst sich also schreiben als

P(x) = cyp(x) + y,(x) = e 5 (c +1+ e (sinx — 1)) .
Wegen ¢(0) = ¢ = 1 ist die Funktion

Y(x) = e7sin¥ (2 + €S ¥(sin x — 1))

Losung des Anfangswertproblems.

Substitution
Substituiert man z(x) = xy(x), so gilt fir x # 0

z(x)) _ Z'(x)  z(x)

X X X2

y'(x) = (
Aus der DGL fiir y erhélt man

0= 22'(x) Zz(zx) N z(a(;)2 N lz _27(x) N (z(x)z— 1)2,
x x x x x x

welche nach Multiplikation mit x auf die DGL mit getrennten Variablen

, (z-1)
2
fuhrt.
= = [ -5 +C(C € R liefert 13 =~ In || + C und damit z(x) 1+ 2 auf
jedem Intervall das 0 nicht enthalt. Resubstltutlon liefert y(x) = + ——- als Losung

x(In |x|+2C)
der urspriinglichen DGL auf jedem Intervall, das Null nicht enthalt



(f) Substitution
Definiert man z(x) = x + y(x) so gilt y’(x) = z’(x) — 1. Eingesetzt in die Differentialglei-
chung fithrt dies zu
Z'(x) =1 = z(x)* - z(x) - 1,

also z’(x) = z(x)(z(x) —1). Diese ist von Typ getrennte Veranderliche mit Losung implizit
gegeben durch

d 11 1
fdx+C:f z :f — _Z dz:lnlz—1|—1n|z|:1n|z—,
z(z-1) z-1 z z

also x+C=ln|%|, C € R. Es folgt

z—-1 1
teCet = —— =1--
z z
und aufgeldst nach z
(%) L CelR
z(x) = , .
1 F eCer

Da die konstante Funktion z = 1 auch eine Losung der Differentialgleichung ist, kann
die allgemeine Losung (neben der Nullfunktion, welche die DGL auch 16st) geschrieben

werden als z(x) = 1+1cex’ ce R

Resubstitution y(x) = z(x) — x liefert die Losungen

Yo(x) = —x
1
1 + ce*

Ye(x) = -x, ceR

der urspriinglichen DGL.



2. Fiillhohe eines zylinderformigen Behilters

Ein zylindrischer Wasserbehélter (Radius R) wird durch ein kreisférmiges Loch mit Radius r
im Boden entleert. Nach dem Gesetz von Toricelli gilt fiir die Fillhohe h(t) die Differentialglei-
chung

h(t) = —avh(t), a= zV2¢ >0 (g Erdbeschleunigung).

Bestimmen Sie die (positive!) Fiillhéhe in Abhéngigkeit der Zeit ¢, wenn das Gefaf3 anfangs
bis zur Hohe h gefiillt war. Wie lange dauert es, bis der Behélter leer ist?

Losung: Fur hy = 0 ist h = 0 eine Losung. Sei also h; > 0 und damit auch (mindestens
fur kleine £ > 0) h(t) > 0. Die DGL ist eine DGL mit getrennten Variablen. Neben der Stan-
dardmethode kann alternativ auch folgendermafien verfahren werden, um die Losung des
Anfangswertproblems zu finden. Durch die Substitution y(t) = \Ah(t) wird die DGL zu

[

y(t) = )

mit der allgemeinen Losung y(t) = c—5f (¢ > 0 konstant). Resubstitution liefert hi(t) = (c— %t)z.
Die Anfangsbedingung 1(0) = hq gibt ¢ = v/, also

h(t) = (o - %t)Z.

Fir t, = % ist hi(ty) = O (das Gefaf3 ist leer).



3. Bernoulli-Differentialgleichung

()

(b)

Seien 1,9 : R — IR stetige Funktionen und @« € R\ {1}. Losen Sie die Bernoulli-
Differentialgleichung

Y +h(x)y = q)y”
mithilfe der Substitution z(x) = y(x)" fiir ein geeignetes A € R.

X

Finden Sie alle Losungen der Differentialgleichung i’ = Pt

LOSUNG:

()

(b)

Die DGL fiir y wird durch die Substitution z = y* zur DGL

12/(6) + h(@)2(x) = q0)2(x) T
fir z. Wahltman A =1 - a (a # 1), so gilt
ﬁz’(x) + h(x)z(x) = g(x) bzw. z'(x) + (1 - a)h(x)z(x) = (1 — a)q(x)

Dies ist eine lineare inhomogene DGL erster Ordnung, welche durch

z(x) = z(xp)e

~(1-a) [* h(t)dt 1-a h(s)ds
:e( )fxo() ( )+ (1 - a)j‘x ( )f © dt)

gelost wird. Damit ist

y() = ¢ a0 (y(x0)1“+(1—a) | q(t)e(l‘“’fxoh‘s’dsdt)

die Losung der Bernoulli-Differentialgleichung.

~-A-a) [T h)dt  -(1-a) [" h)d 1 h(s)ds
<a>fx<>+<a>fx< )f (t)<a>f(s> Y

Fasst man die vorliegende leferentlalglelchung als Differentialgleichung fiir die Um-

kehrfunktion x(y) von y auf, so gilt (y'(x) = - (y)

1 _ W
x'(y)  x(y)? -

7

also x’(y) = x(y) — (1 + ¥*)x(y)*. Dies ist eine DGL vom Bernoulli-Typ (a« = —1), welche
nach Aufgabenteil (a) die Losung (in impliziter Form)

x? = ce? + 2% f—(l + e dy = ce® + 267 1e (3 + 2y +2y7) = ce® + I+ y + 1P

besitzt (c € R konstant).



4. Exakte Differentialgleichungen
Gegeben sei die Differentialgleichung

,  2x+4y+2

=7 1
YT v 125+ 8 o

_DiHxy()
DpH (xy(x))"

(a) Finden Sie eine Funktion H(x,y) mit der Eigenschaft, dass y’(x) =

(b) Losen Sie damit die Differentialgleichung (fl) und interpretieren Sie das Ergebnis geome-
trisch.
Hinwers: Kettenregel. Moglicherweise kann man die Losungen nur implizit angeben —
was konnen Sie in diesem Fall iiber die Losungen aussagen?

LOsuNG:

(a) Aus D{H(x,y) = 2x + 4y + 2 erhdlt man
H(x,y) = f(2x+4y+2)dx = x% + 4xy + 2x + f(y)
und aus D,H (x,y) = 4x + 12y + 8 folgt

H(x,y) = f(4+12y+8)dy = 4xy + 6y> + 8y + g(x)

Wihlt man also H(x, y) = x* + 6y* + 4xy + 8y + 2x, so gilt

D, H(x, y(x))

YO = "B, H, y()

()

(b) Die Differentialgleichung (§) kann in die Form
D,H(x, y(x)) + D,H(x, y(x))y'(x) = 0

gebracht werden. Nach Kettenregel gilt

d
EH (x, y(y)) = D1H(x, y(x)) + D,H (x, y(x))y’ (x)

weshalb die Differentialgleichung (§) dquivalent ist zur DGL d%H (x,y(x)) = 0. Integrati-
on liefert H(x, y(x)) = C, C € R konstant. Losungen der Differentialgleichung verlaufen
also entlang von Héhenlinien der Funktion H (x, y). Im konkreten Fall () sind die Lésun-
gen implizit gegeben durch

x> +6y*+4xy+8y+2x=C, CeR.

Dies sind Ellipsen mit Mittelpunkt bei VH(x,y) = 0 und Halbachsen, die durch die Ei-
genvektoren und -werte des quadratischen Teils von H gegeben sind.



5. Picard-Iteration, I

Losen Sie das Anfangswertproblem
Y =Q0+y)cosx, y(0)=ceR (3)

iterativ. Sei hierfir (y,),n die Picard-Folge zur Differentialgleichung ®),

yu(2) = 4(0) + fo 1t ya(©)cosEds, o) = c.

Zeigen Sie, dass die Folge (y,,) punktweise konvergiert und die Grenzfunktion y(x) = lim,,_,, ,(x)
eine Losung des Anfangswertproblems ist. Geben Sie diese in geschlossener Form an.

HinweErs: Berechnen Sie zundchst die ersten Folgeglieder von (y,,) und finden Sie eine Darstel-
lung von y,, fiir allgemeines n € IN (Induktion!).

LOSUNG: Es ist
Yy (0) = ¢ + f:(l 1 0)cosEdE = ¢+ (1 +¢)sinx
Yo(x) =c+ fox(l +c+(1+c)siné)cosEdE =c+ (1 +c)(sinx + %sinzx)
ys(x) = c+ fx(l +c+(1+0)(siné + 7 sin® &)) cos £ A&
=c+ (10+ o)(sinx + 1sin®x + L sin’ x)

Man vermutet also

sin” x sin” x
Yu(x)=c+ (1 +c) z =c+(1+90) z -1
k=1 k=0
und zeigt dies mittel vollstindiger Induktion. Wegen E;Zo i—k, = expz fir alle z € R ist die
Folge y,(x) fiir jedes x € R konvergent und es gilt
&\ sin x
Yoox) == limy,(x) =c+ (1 +0¢) E -1

= K

=c+(1+c) (esmx—l) =(1+ce™ -1, xeR.

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung sieht man leicht, dass dies in der Tat eine Losung
der Differentialgleichung ist, die wegen y,,(0) = 1 + ¢ — 1 = ¢ auch das Anfangswertproblem
16st.



6. Picard-Iteration, II

Man l6se die Anfangswertaufgabe fiir das folgende System von Differentialgleichungen fiir
die Funktionen x(t) und y(#),

(t) = 2ty(t) (x(O)) _ (0)
y(t) = 2tx(t) ~ \y(0)) \1

durch die Picard-Iteration. Geben Sie die Losung in geschlossener Form an.

Hinwels: Man schreibe das Differentialgleichungssystem mit der vektorwertigen Funktion
Z(t) = ( 8) in der Form Z(t) = f(t, Z(t)) mit einer geeigneten Funktion F:RxR? > R2.

Loésen Sie diese Gleichung iterativ.
- — t — - - 0
7.(t) = 2(0) + f B(s,Z,.1(s)ds, Zy(t) = (1) neN.
0
Wie lautet 22,1,1 (t)?

LosunG: Die Funktion 1_3)(t, 2) = (2ty, —2tx)" hat die gewiinschten Eigenschaften. Es ist also

- 0 ! t2

Z=|, +f O)ds—(l)
0

> 0 t 2s 12

2=, +f —253) ds:(1—1t4)’
0 2

5 0 (25 —s° 12 — 16

Z(0 =1, +f —253)d52(1_ft4 ’
0 2

Man vermutet

(t2 2k+1

k
Z ( ) (2](2+21k)|

k(B
Y, (-1) T

z211—1(t) = p ZZn(t) = 22,1_1(1‘) + (( )n t2)211) .

(2n)!

und zeigt dies mit vollstandiger Induktion. Es folgt

= . = sin t?
Zoo(t) - ;}El; Zn(t) - (COS t2) .
In der Tat iiberprift man leicht, dass die Funktionen

x(t) =sint?, y(t) = cost?

das Anfangswertproblem losen.



