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Lösungsvorsläge

1. Zum Aufwärmen

Lösen Sie die folgenden Differentialgleichungen/Anfangswertprobleme:

(a) 𝑦′𝑥 = 2𝑦
(b) 𝑦′ = 􏷡𝑥

𝑥􏷫+􏷠𝑦

(c) 𝑦′ = − 􏷡𝑦𝑥 + 4𝑥, 𝑦(1) = 0
(d) 𝑦′ + 𝑦 cos(𝑥) = sin(𝑥) cos(𝑥), 𝑦(0) = 1
(e) 2𝑦′ + 𝑦􏷡 + 𝑥−􏷡 = 0

H: Substituieren Sie 𝑧(𝑥) = 𝑥𝑦(𝑥)
() 𝑦′ = (𝑥 + 𝑦)􏷡 − (𝑥 + 𝑦) − 1

L:

(a) Separation der Variablen
Zunächst folgt aus der Differentialgleichung ür 𝑥 = 0, dass 𝑦(0) = 0. Andere Anfangs-
werte sind also dort nicht möglich. Man sieht weiter, dass die konstante Funktion 𝑦 ≡ 0
eine Lösung ist. Für 𝑥 ≠ 0 kann durch 𝑥 dividiert werden. ∫ 􏸃𝑦

𝑦 = ∫ 􏷡 􏸃𝑥
𝑥 + 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ

ergibt ln |𝑦| = 2 ln |𝑥|+𝐶 = ln(𝑥􏷡)+𝐶 und damit 𝑦(𝑥) = ±𝑒𝐶𝑥􏷡. Bei der Integration ist zu
beachten, dass nicht über die Polstellen der Integranden integriert werden darf. Lösun-
gen sind also zunächst nur auf (0,∞) bzw. (−∞, 0) definiert, lassen sich aber bei 𝑥 = 0
differenzierbar stückeln:

𝑦(𝑥) =
⎧⎪
⎨⎪⎩

𝑐􏷠𝑥􏷡 ür 𝑥 ≥ 0
𝑐􏷡𝑥􏷡 ür 𝑥 < 0

mit Konstanten 𝑐􏷠, 𝑐􏷡 ∈ ℝ.
(b) Separation der Variablen

∫ 􏸃𝑦
𝑦 = ∫ 􏷡𝑥

𝑥􏷫+􏷠 d𝑥 + 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ liefert ln |𝑦| = ln(𝑥􏷡 + 1) + 𝐶, also 𝑦 = ±𝑒𝐶(𝑥􏷡 + 1). Da die
konstante Funktion 𝑦 ≡ 0 auch eine Lösung ist, kann man allgemeine Lösung schreiben
als

𝑦(𝑥) = 𝑐(𝑥􏷡 + 1), 𝑐 ∈ ℝ.

(c) Lineare inhomogene DGL 1. Ordnung

Die allgemeine Lösung der homogenen DGL 𝑦′ + 􏷡
𝑥𝑦 = 0 ist gegeben durch 𝑐𝑦􏷟 mit

𝑦􏷟(𝑥) = exp 􏿶−􏾙
𝑥

􏷠

2
𝑡 d𝑡􏿹 = exp (−2 ln 𝑥) =

1
𝑥􏷡 ,
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𝑐 ∈ ℝ. Eine partikuläre Lösung erhält man aus

𝑦𝑝(𝑥) = 􏿶􏾙
𝑥

􏷠

4𝑡
𝑦􏷟(𝑡)

d𝑡􏿹 𝑦􏷟(𝑥) = 􏿶􏾙
𝑥

􏷠
4𝑡􏷢d𝑡􏿹

1
𝑥􏷡 =

𝑥􏷣 − 1
𝑥􏷡 = 𝑥􏷡 − 1

𝑥􏷡

Die allgemeine Lösung der DGL ist daher

𝜑(𝑥) = 𝑐𝑦􏷟(𝑥) + 𝑦𝑝(𝑥) =
𝑐 − 1
𝑥􏷡 + 𝑥􏷡

und aus der Anfangsbedingung 𝜑(1) = 𝑐 = 0 folgt, dass die Funktion 𝑦(𝑥) = 𝑥􏷡 − 𝑥 das
gegebene Anfangswertproblem löst.

(d) Lineare inhomogene DGL 1. Ordnung
Die homogene DGL 𝑦′ + 𝑦 cos 𝑥 = 0 wird gelöst durch 𝑐𝑦􏷟(𝑥) (𝑐 ∈ ℝ),

𝑦􏷟(𝑥) = exp 􏿶−􏾙
𝑥

􏷟
cos 𝑡 d𝑡􏿹 = exp (− sin 𝑥) .

Eine partikuläre Lösung ist gegeben durch

𝑦𝑝(𝑥) = 􏿶􏾙
𝑥

􏷟
sin 𝑡 cos 𝑡 𝑒􏸒􏸈􏸍 𝑡d𝑡􏿹 𝑒− 􏸒􏸈􏸍 𝑥 = 􏿶􏾙

􏸒􏸈􏸍 𝑥

􏷟
𝑠𝑒𝑠d𝑠􏿹 𝑒− 􏸒􏸈􏸍 𝑥

= 􏿶[𝑠𝑒𝑠]􏸒􏸈􏸍 𝑥􏷟 −􏾙
􏸒􏸈􏸍 𝑥

􏷟
𝑒𝑠d𝑠􏿹 𝑒− 􏸒􏸈􏸍 𝑥 = 􏿴sin 𝑥 𝑒􏸒􏸈􏸍 𝑥 + 1 − 𝑒􏸒􏸈􏸍 𝑥􏿷 𝑒− 􏸒􏸈􏸍 𝑥

Die allgemeine Lösung der DGL lässt sich also schreiben als

𝜑(𝑥) = 𝑐𝑦􏷟(𝑥) + 𝑦𝑝(𝑥) = 𝑒− 􏸒􏸈􏸍 𝑥 􏿴𝑐 + 1 + 𝑒􏸒􏸈􏸍 𝑥(sin 𝑥 − 1)􏿷 .

Wegen 𝜑(0) = 𝑐 = 1 ist die Funktion

𝑦(𝑥) = 𝑒− 􏸒􏸈􏸍 𝑥 􏿴2 + 𝑒􏸒􏸈􏸍 𝑥(sin 𝑥 − 1)􏿷

Lösung des Anfangswertproblems.
(e) Substitution

Substituiert man 𝑧(𝑥) = 𝑥𝑦(𝑥), so gilt ür 𝑥 ≠ 0

𝑦′(𝑥) = d
d𝑥 􏿶

𝑧(𝑥)
𝑥 􏿹 =

𝑧′(𝑥)
𝑥 − 𝑧(𝑥)𝑥􏷡 .

Aus der DGL ür 𝑦 erhält man

0 = 2𝑧′(𝑥)
𝑥 − 2𝑧(𝑥)𝑥􏷡 + 𝑧(𝑥)

􏷡

𝑥􏷡 + 1
𝑥􏷡 =

2𝑧′(𝑥)
𝑥 + (𝑧(𝑥) − 1)

􏷡

𝑥􏷡 ,

welche nach Multiplikation mit 𝑥 auf die DGL mit getrennten Variablen

𝑧′ = −(𝑧 − 1)
􏷡

2𝑥
ührt.
∫ 􏸃𝑧

(𝑧−􏷠)􏷫 = ∫−
􏸃𝑥
􏷡𝑥 +𝐶 (𝐶 ∈ ℝ) liefert − 􏷠

𝑧−􏷠 = −
􏷠
􏷡 ln |𝑥| +𝐶 und damit 𝑧(𝑥) = 1+ 􏷡

􏸋􏸍 |𝑥|+􏷡𝐶 auf
jedem Intervall, das 0 nicht enthält. Resubstitution liefert 𝑦(𝑥) = 􏷠

𝑥 +
􏷡

𝑥(􏸋􏸍 |𝑥|+􏷡𝐶) als Lösung
der ursprünglichen DGL auf jedem Intervall, das Null nicht enthält.



() Substitution
Definiert man 𝑧(𝑥) = 𝑥 + 𝑦(𝑥) so gilt 𝑦′(𝑥) = 𝑧′(𝑥) − 1. Eingesetzt in die Differentialglei-
chung ührt dies zu

𝑧′(𝑥) − 1 = 𝑧(𝑥)􏷡 − 𝑧(𝑥) − 1,
also 𝑧′(𝑥) = 𝑧(𝑥)(𝑧(𝑥)−1). Diese ist von Typ getrennte Veränderliche mit Lösung implizit
gegeben durch

􏾙 d𝑥 + 𝐶 = 􏾙
d𝑧

𝑧(𝑧 − 1) = 􏾙􏿶
1

𝑧 − 1 −
1
𝑧􏿹 d𝑧 = ln |𝑧 − 1| − ln |𝑧| = ln 􏿙

𝑧 − 1
𝑧 􏿙 ,

also 𝑥+𝐶= ln􏿖 𝑧−􏷠𝑧 􏿖, 𝐶 ∈ ℝ. Es folgt

±𝑒𝐶𝑒𝑥 = 𝑧 − 1
𝑧 = 1 − 1𝑧

und aufgelöst nach 𝑧

𝑧(𝑥) = 1
1 ∓ 𝑒𝐶𝑒𝑥 , 𝐶 ∈ ℝ.

Da die konstante Funktion 𝑧 ≡ 1 auch eine Lösung der Differentialgleichung ist, kann
die allgemeine Lösung (neben der Nullfunktion, welche die DGL auch löst) geschrieben
werden als 𝑧(𝑥) = 􏷠

􏷠+𝑐𝑒𝑥 , 𝑐 ∈ ℝ.
Resubstitution 𝑦(𝑥) = 𝑧(𝑥) − 𝑥 liefert die Lösungen

𝑦􏷟(𝑥) = −𝑥

𝑦𝑐(𝑥) =
1

1 + 𝑐𝑒𝑥 − 𝑥, 𝑐 ∈ ℝ

der ursprünglichen DGL.



2. Füllhöhe eines zylinderförmigen Behälters

Ein zylindrischer Wasserbehälter (Radius 𝑅) wird durch ein kreisörmiges Loch mit Radius 𝑟
im Boden entleert. Nach dem Gesetz von Toricelli gilt ür die Füllhöhe ℎ(𝑡) die Differentialglei-
chung

ℎ̇(𝑡) = −𝛼􏽮ℎ(𝑡), 𝛼 = 𝑟
𝑅􏽮2𝑔 > 0 (𝑔 Erdbeschleunigung).

Bestimmen Sie die (positive!) Füllhöhe in Abhängigkeit der Zeit 𝑡, wenn das Geäß anfangs
bis zur Höhe ℎ􏷟 geüllt war. Wie lange dauert es, bis der Behälter leer ist?

L: Für ℎ􏷟 = 0 ist ℎ ≡ 0 eine Lösung. Sei also ℎ􏷟 > 0 und damit auch (mindestens
ür kleine 𝑡 > 0) ℎ(𝑡) > 0. Die DGL ist eine DGL mit getrennten Variablen. Neben der Stan-
dardmethode kann alternativ auch folgendermaßen verfahren werden, um die Lösung des
Anfangswertproblems zu finden. Durch die Substitution 𝑦(𝑡) = √ℎ(𝑡) wird die DGL zu

𝑦̇(𝑡) = −𝛼2

mit der allgemeinen Lösung 𝑦(𝑡) = 𝑐− 𝛼
􏷡 𝑡 (𝑐 > 0 konstant). Resubstitution liefert ℎ(𝑡) = (𝑐− 𝛼

􏷡 𝑡)
􏷡.

Die Anfangsbedingung ℎ(0) = ℎ􏷟 gibt 𝑐 = √ℎ􏷟, also

ℎ(𝑡) = (√𝑦􏷟 −
𝛼
2 𝑡)

􏷡.

Für 𝑡􏷟 = 􏷡√ℎ􏷩
𝛼 ist ℎ(𝑡􏷟) = 0 (das Geäß ist leer).



3. Bernoulli-Differentialgleiung

(a) Seien ℎ, 𝑞 ∶ ℝ → ℝ stetige Funktionen und 𝛼 ∈ ℝ ⧵ {1}. Lösen Sie die Bernoulli-
Differentialgleichung

𝑦′ + ℎ(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥)𝑦𝛼

mithilfe der Substitution 𝑧(𝑥) = 𝑦(𝑥)𝜆 ür ein geeignetes 𝜆 ∈ ℝ.
(b) Finden Sie alle Lösungen der Differentialgleichung 𝑦′ = 𝑥

𝑥􏷫−𝑦􏷫−􏷠 .

L:

(a) Die DGL ür 𝑦 wird durch die Substitution 𝑧 = 𝑦𝜆 zur DGL

􏷠
𝜆𝑧

′(𝑥) + ℎ(𝑥)𝑧(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑧(𝑥)
𝛼−􏷪+𝜆
𝜆

ür 𝑧. Wählt man 𝜆 = 1 − 𝛼 (𝛼 ≠ 1), so gilt

􏷠
􏷠−𝛼𝑧

′(𝑥) + ℎ(𝑥)𝑧(𝑥) = 𝑞(𝑥) bzw. 𝑧′(𝑥) + (1 − 𝛼)ℎ(𝑥)𝑧(𝑥) = (1 − 𝛼)𝑞(𝑥)

Dies ist eine lineare inhomogene DGL erster Ordnung, welche durch

𝑧(𝑥) = 𝑧(𝑥􏷟)𝑒
−(􏷠−𝛼)∫𝑥

𝑥􏷩
ℎ(𝑡)􏸃𝑡

+ 𝑒
−(􏷠−𝛼)∫𝑥

𝑥􏷩
ℎ(𝑡)􏸃𝑡

(1 − 𝛼)􏾙
𝑥

𝑥􏷩
𝑞(𝑡) 𝑒

(􏷠−𝛼)∫𝑡
𝑥􏷩
ℎ(𝑠)􏸃𝑠

d𝑡

= 𝑒
−(􏷠−𝛼)∫𝑥

𝑥􏷩
ℎ(𝑡)􏸃𝑡

􏿶𝑧(𝑥􏷟) + (1 − 𝛼)􏾙
𝑥

𝑥􏷩
𝑞(𝑡)𝑒

(􏷠−𝛼)∫𝑡
𝑥􏷩
ℎ(𝑠)􏸃𝑠

d𝑡􏿹

gelöst wird. Damit ist

𝑦(𝑥) = 𝑒
−∫𝑥

𝑥􏷩
ℎ(𝑡)􏸃𝑡

􏿶𝑦(𝑥􏷟)􏷠−𝛼 + (1 − 𝛼)􏾙
𝑥

𝑥􏷩
𝑞(𝑡)𝑒

(􏷠−𝛼)∫𝑡
𝑥􏷩
ℎ(𝑠)􏸃𝑠

d𝑡􏿹
􏷪
􏷪−𝛼

die Lösung der Bernoulli-Differentialgleichung.
(b) Fasst man die vorliegende Differentialgleichung als Differentialgleichung ür die Um-

kehrfunktion 𝑥(𝑦) von 𝑦 auf, so gilt (𝑦′(𝑥) = 􏷠
𝑥′(𝑦) )

1
𝑥′(𝑦) =

𝑥(𝑦)
𝑥(𝑦)􏷡 − 𝑦􏷡 − 1,

also 𝑥′(𝑦) = 𝑥(𝑦) − (1 + 𝑦􏷡)𝑥(𝑦)−􏷠. Dies ist eine DGL vom Bernoulli-Typ (𝛼 = −1), welche
nach Aufgabenteil (a) die Lösung (in impliziter Form)

𝑥􏷡 = 𝑐𝑒􏷡𝑦 + 2𝑒􏷡𝑦􏾙−(1 + 𝑦􏷡)𝑒−􏷡𝑦d𝑦 = 𝑐𝑒􏷡𝑦 + 2𝑒􏷡𝑦 􏷠􏷣𝑒
−􏷡𝑦(3 + 2𝑦 + 2𝑦􏷡) = 𝑐𝑒􏷡𝑦 + 􏷢

􏷡 + 𝑦 + 𝑦
􏷡

besitzt (𝑐 ∈ ℝ konstant).



4. Exakte Differentialgleiungen

Gegeben sei die Differentialgleichung

𝑦′ = − 2𝑥 + 4𝑦 + 24𝑥 + 12𝑦 + 8. (1)

(a) Finden Sie eine Funktion 𝐻(𝑥, 𝑦) mit der Eigenscha, dass 𝑦′(𝑥) = −𝐷􏷪𝐻(𝑥,𝑦(𝑥))𝐷􏷫𝐻(𝑥,𝑦(𝑥))
.

(b) Lösen Sie damit die Differentialgleichung (1) und interpretieren Sie das Ergebnis geome-
trisch.
H: Keenregel. Möglicherweise kann man die Lösungen nur implizit angeben –
was können Sie in diesem Fall über die Lösungen aussagen?

L:

(a) Aus 𝐷􏷠𝐻(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 + 4𝑦 + 2 erhält man

𝐻(𝑥, 𝑦) = 􏾙(2𝑥 + 4𝑦 + 2) d𝑥 = 𝑥􏷡 + 4𝑥𝑦 + 2𝑥 + 𝑓(𝑦)

und aus 𝐷􏷡𝐻(𝑥, 𝑦) = 4𝑥 + 12𝑦 + 8 folgt

𝐻(𝑥, 𝑦) = 􏾙(4 + 12𝑦 + 8) d𝑦 = 4𝑥𝑦 + 6𝑦􏷡 + 8𝑦 + 𝑔(𝑥)

Wählt man also 𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝑥􏷡 + 6𝑦􏷡 + 4𝑥𝑦 + 8𝑦 + 2𝑥, so gilt

𝑦′(𝑥) = −𝐷􏷠𝐻(𝑥, 𝑦(𝑥))
𝐷􏷡𝐻(𝑥, 𝑦(𝑥))

. (2)

(b) Die Differentialgleichung (2) kann in die Form

𝐷􏷠𝐻(𝑥, 𝑦(𝑥)) + 𝐷􏷡𝐻(𝑥, 𝑦(𝑥))𝑦′(𝑥) = 0

gebracht werden. Nach Keenregel gilt

d
d𝑥𝐻(𝑥, 𝑦(𝑦)) = 𝐷􏷠𝐻(𝑥, 𝑦(𝑥)) + 𝐷􏷡𝐻(𝑥, 𝑦(𝑥))𝑦′(𝑥)

weshalb die Differentialgleichung (2) äquivalent ist zur DGL 􏸃
􏸃𝑥𝐻(𝑥, 𝑦(𝑥)) = 0. Integrati-

on liefert𝐻(𝑥, 𝑦(𝑥)) = 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ konstant. Lösungen der Differentialgleichung verlaufen
also entlang von Höhenlinien der Funktion𝐻(𝑥, 𝑦). Im konkreten Fall (1) sind die Lösun-
gen implizit gegeben durch

𝑥􏷡 + 6𝑦􏷡 + 4𝑥𝑦 + 8𝑦 + 2𝑥 = 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ.

Dies sind Ellipsen mit Mielpunkt bei ∇𝐻(𝑥, 𝑦) = 0 und Halbachsen, die durch die Ei-
genvektoren und -werte des quadratischen Teils von 𝐻 gegeben sind.



5. Picard-Iteration, I

Lösen Sie das Anfangswertproblem

𝑦′ = (1 + 𝑦) cos 𝑥, 𝑦(0) = 𝑐 ∈ ℝ (3)

iterativ. Sei hierür (𝑦𝑛)𝑛∈ℕ die Picard-Folge zur Differentialgleichung (3),

𝑦𝑛(𝑥) = 𝑦(0) +􏾙
𝑥

􏷟
(1 + 𝑦𝑛−􏷠(𝜉)) cos 𝜉 d𝜉, 𝑦􏷟(𝑥) = 𝑐.

Zeigen Sie, dass die Folge (𝑦𝑛) punktweise konvergiert und die Grenzfunktion 𝑦(𝑥) = lim𝑛→∞ 𝑦𝑛(𝑥)
eine Lösung des Anfangswertproblems ist. Geben Sie diese in geschlossener Form an.
H: Berechnen Sie zunächst die ersten Folgeglieder von (𝑦𝑛) und finden Sie eine Darstel-
lung von 𝑦𝑛 ür allgemeines 𝑛 ∈ ℕ (Induktion!).

L: Es ist

𝑦􏷠(𝑥) = 𝑐 +􏾙
𝑥

􏷟
(1 + 𝑐) cos 𝜉 d𝜉 = 𝑐 + (1 + 𝑐) sin 𝑥

𝑦􏷡(𝑥) = 𝑐 +􏾙
𝑥

􏷟
(1 + 𝑐 + (1 + 𝑐) sin 𝜉) cos 𝜉d𝜉 = 𝑐 + (1 + 𝑐)(sin 𝑥 + 􏷠

􏷡 sin
􏷡 𝑥)

𝑦􏷢(𝑥) = 𝑐 +􏾙
𝑥

􏷟
(1 + 𝑐 + (1 + 𝑐)(sin 𝜉 + 􏷠

􏷡 sin
􏷡 𝜉)) cos 𝜉 d𝜉

= 𝑐 + (1 + 𝑐)(sin 𝑥 + 􏷠
􏷡 sin

􏷡 𝑥 + 􏷠
􏷡⋅􏷢 sin

􏷢 𝑥)

Man vermutet also

𝑦𝑛(𝑥) = 𝑐 + (1 + 𝑐)
𝑛
􏾜
𝑘=􏷠

sin𝑘 𝑥
𝑘! = 𝑐 + (1 + 𝑐)

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛
􏾜
𝑘=􏷟

sin𝑘 𝑥
𝑘! − 1

⎞
⎟
⎟
⎠

und zeigt dies miel vollständiger Induktion. Wegen ∑∞
𝑘=􏷟

𝑧𝑘
𝑘! = exp 𝑧 ür alle 𝑧 ∈ ℝ ist die

Folge 𝑦𝑛(𝑥) ür jedes 𝑥 ∈ ℝ konvergent und es gilt

𝑦∞(𝑥) ∶= lim
𝑛→∞

𝑦𝑛(𝑥) = 𝑐 + (1 + 𝑐)
⎛
⎜
⎜
⎝

∞
􏾜
𝑘=􏷟

sin𝑘 𝑥
𝑘! − 1

⎞
⎟
⎟
⎠

= 𝑐 + (1 + 𝑐) 􏿴𝑒􏸒􏸈􏸍 𝑥 − 1􏿷 = (1 + 𝑐)𝑒􏸒􏸈􏸍 𝑥 − 1, 𝑥 ∈ ℝ.

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung sieht man leicht, dass dies in der Tat eine Lösung
der Differentialgleichung ist, die wegen 𝑦∞(0) = 1 + 𝑐 − 1 = 𝑐 auch das Anfangswertproblem
löst.



6. Picard-Iteration, II

Man löse die Anfangswertaufgabe ür das folgende System von Differentialgleichungen ür
die Funktionen 𝑥(𝑡) und 𝑦(𝑡),

𝑥̇(𝑡) = 2𝑡𝑦(𝑡)
𝑦̇(𝑡) = −2𝑡𝑥(𝑡) , 􏿶

𝑥(0)
𝑦(0)􏿹 = 􏿶

0
1􏿹

durch die Picard-Iteration. Geben Sie die Lösung in geschlossener Form an.
H: Man schreibe das Differentialgleichungssystem mit der vektorwertigen Funktion

𝑍⃗(𝑡) = 􏿶
𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)􏿹 in der Form ̇⃗𝑍(𝑡) = 𝐹⃗(𝑡, 𝑍⃗(𝑡)) mit einer geeigneten Funktion 𝐹⃗ ∶ ℝ × ℝ􏷡 → ℝ􏷡.

Lösen Sie diese Gleichung iterativ.

𝑍⃗𝑛(𝑡) = 𝑍⃗(0) +􏾙
𝑡

􏷟
𝐹⃗(𝑠, 𝑍⃗𝑛−􏷠(𝑠)) d𝑠, 𝑍⃗􏷟(𝑡) = 􏿶

0
1􏿹 , 𝑛 ∈ ℕ.

Wie lautet 𝑍⃗􏷡𝑛−􏷠(𝑡)?

L: Die Funktion 𝐹⃗(𝑡, 𝑍⃗) = (2𝑡𝑦, −2𝑡𝑥)􏹥 hat die gewünschten Eigenschaen. Es ist also

𝑍⃗􏷠(𝑡) = 􏿶
0
1􏿹 +􏾙

𝑡

􏷟
􏿶
2𝑠
0 􏿹 d𝑠 = 􏿶

𝑡􏷡
1􏿹 ,

𝑍⃗􏷡(𝑡) = 􏿶
0
1􏿹 +􏾙

𝑡

􏷟
􏿶
2𝑠
−2𝑠􏷢􏿹 d𝑠 = 􏿶

𝑡􏷡
1 − 􏷠

􏷡 𝑡
􏷣􏿹 ,

𝑍⃗􏷢(𝑡) = 􏿶
0
1􏿹 +􏾙

𝑡

􏷟
􏿶
2𝑠 − 𝑠􏷤
−2𝑠􏷢 􏿹 d𝑠 = 􏿶

𝑡􏷡 − 􏷠
􏷥 𝑡
􏷥

1 − 􏷠
􏷡 𝑡
􏷣 􏿹 ,

⋮

Man vermutet

𝑍⃗􏷡𝑛−􏷠(𝑡) =
⎛
⎜
⎜
⎝

∑𝑛−􏷠
𝑘=􏷟(−1)

𝑘 (𝑡􏷫)􏷫𝑘+􏷪
(􏷡𝑘+􏷠)!

∑𝑛−􏷠
𝑘=􏷟(−1)

𝑘 (𝑡􏷫)􏷫𝑘
(􏷡𝑘)!

⎞
⎟
⎟
⎠
, 𝑍⃗􏷡𝑛(𝑡) = 𝑍⃗􏷡𝑛−􏷠(𝑡) + 􏿶

0
(−1)𝑛 (𝑡􏷫)􏷫𝑛(􏷡𝑛)!

􏿹 .

und zeigt dies mit vollständiger Induktion. Es folgt

𝑍⃗∞(𝑡) = lim
𝑛→∞

𝑍⃗𝑛(𝑡) = 􏿶
sin 𝑡􏷡
cos 𝑡􏷡􏿹 .

In der Tat überprü man leicht, dass die Funktionen

𝑥(𝑡) = sin 𝑡􏷡, 𝑦(𝑡) = cos 𝑡􏷡

das Anfangswertproblem lösen.


