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Losungsvorschlige

1. Geometrisches Problem

Finden Sie alle Funktionen y(¢) mit der Eigenschaft, dass die Flache zwischen dem Graphen
der Funktion, den Koordinatenachsen und der Geraden t = x (x > 0) gegeben ist durch

¥
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(@) Alx,y) &)Amw=3

LOsuNG: In der ersten Ubung wurde bewiesen, dass y der Differentialgleichung

D, A(x, y(x)) + D A(x, y(x)y'(x) = y (1)
genugt.

(a) Fur A(x,y) = % lautet die Differentialgleichung fir y
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Substituiert man z(x) = (@) , also y(x) = xy/z(x), so gilt

s z'(x)
y(x)—\/z(_x)+x2m-

Die Differentialgleichung fiir z lautet daher

Es handelt sich dabei um eine lineare inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung.
Die Losung der homogenen Gleichung z’ = —%%Z ist gegeben durch

T 41 4 c
zo(x) = cexp (f1 3% dt) = cexp (—5 lnx) =5

Eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung findet man durch “scharfes anse-
hen”: z,(x) = 1 fiir alle x € R ist eine Losung der Differentialgleichung (alternativ kann
man natiirlich auch die Losungsformel/Variation der Konstanten zum Finden der Parti-
kuldrlosung verwenden).

Zusammengefasst ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir z

c
z(x) = zo(x) + z,(x) = 1+ a5 ceR.

2
Durch Resubstitution (@) =1+ x‘% findet man in impliziter Form

y(xy? =x>+cx?3, ceR
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(b) Fir A(x,y) = § ist die Differentialgleichung fiir y
1 x " b 3 /
y=--=y bzw. Yy =y-Xxy
y v

Fiir x # 0lisst sich dies umformen zur Differentialgleichung y’ = ¥(1-y*) mit getrennten
Verédnderlichen. Die Losung der Differentialgleichung erhalt man durch Losen von
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Es folgt
e 1 1 1 -1 x?
und damit

|x|

y(X) = i\/ﬁ.

Fir C > 0 ist die Losung auf R definiert, fiir C < 0 auf jedem Intervall, das +V—C nicht
enthalt.



2. Lipschitz-Bedingung

Seien I,] C IR Intervalle. Zeigen Sie: Ist F : [ X ] — IR stetig partiell differenzierbar beziiglich
der zweiten Variablen, so besitzt das Anfangswertproblem

y'(0) = Flx,y(x)),  y(xo) = Yo

eine eindeutige Losung,.

HiNwEIs: Zeigen Sie, dass F in I X | einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

LOsuNG: Gentigt F in I X] einer Lipschitz-Bedingung so gilt nach dem Satz von Picard-Lindeldf,
dass das Anfangswertproblem y’(x) = F(x, y(x)), y(xo) = y, lokal eindeutig l6sbar ist.

Seien dazu x € I, y1,y, € J. Definiert man L := supne] |D,F(x,n)|. Nach dem Mittelwertsatz

gilt dann, dass ein 1 € (min{y,, y,}, max{y,, y,}) existiert mit

F(x/yl) _F(x/yZ)
V1= Y2

= |D,F(x,n)| < suF ID,F(x, )| = L.
ne

Es fOlgt |F(x,y1) - F(x/yZ)l < Llyl - y2| fir alle (x/yl)r (x/yZ) elx ]



3. Eindeutigkeit von Losungen

Bestimmen Sie alle Losungen des Anfangswertproblems iy’ = —|y|*, y(0) = 1 fur

(@ a=2 b)) a=1 ) a=1

2.

LosuNG: Einige Vorbemerkungen: Die Differentialgleichung ist von Typ “getrennte Verander-
liche”. Losungen des Anfangswertproblems erhalt man daher aus dem Ansatz (zunachst fir

y(x) > 0)

X v d eyt 1
x = f dé = f _T] — [ —a+1 ];(x) T T 12 (@ #1) @)
0 yo —N° [-Innli™ = -logy(x) (a=1)

Sei F,(y) = —|y|*. Die Funktion F,(y) = —1? ist stetig differenzierbar und damit auch Lipschitz-
stetig. Fur @ = 1 gilt wegen der umgekehrten Dreiecksungleichung |Iy1| - |y2|| < |y1 —yol, dass
F; Lipschitz-stetig ist. Die Funktion F;, hingegen ist nicht Lipschitz-stetig, z.B. gilt fiir y; = i,
yp = 0, dass ()2 012 = L > |1 0| = 1

()

(b)

(©)

Fiir & = 2 ergibt (@) x = y(x)™! - 1, also

y(x) = :

Das maximale Intervall auf dem die Losung definiert ist und das t = 0 enthdlt, ist (-1, o).
Dies ist die einzige Losung des Anfangswertproblems (jede andere Losung ist eine Ein-
schrinkung dieser Losung auf ein kleineres Intervall).

Fiir a = 1 ist nach (@) x = —log y(x), aufgeldst nach y(x)
ylx) =e™,

definiert auf ganz IR. Dies ist die einzige Losung des Anfangswertproblems, denn
(i) das lineare Anfangswertproblem y” = —y, y(0) = 1, hat die eindeutige Losung e
(ii) die Losung y(x) = e ist iberall positiv, und die beiden Differentialgleichungen
stimmen fiir positive Funktionen iiberein.

Daher kann es (bis auf Einschrankungen auf kleinere Intervalle) keine weiteren Losun-
gen der Differentialgleichung geben.

Fiir a = 1 ergibt () x = -2+/y(x) + 2, damit (y(0) = 1!)
y(x) = 3(x -2 t<2.

Diese Funktion ist auf dem maximalen Intervall (-0, 2] eine Lésung (y(x) muss monoton
fallen). Die Losung kann auf ganz R fortgesetzt werden durch 0,

Tx=27, x<2

‘R - R, =
y:R—- y(x) {o, ‘>

Aus Symmetriegriinden ist auch —}I(x — x,)? fiir x > x; > 2 eine Losung der Differenti-

algleichung y’ = —+/ly| (nachrechnen!). Insgesamt erhilt man also eine ganze Schar von
Losungen des Anfangswertproblems, parametrisiert durch x;, > 2:

ix=27,  x<2
y:R—>R, yx) =10, 2<x<x
—3(x—x0)%, x<x



4. Variation der Konstanten

(a) Gegeben sei die lineare inhomogene DGL 1. Ordnung
Y (x) + h(x)y(x) = q(x), x €1 C Rintervall. (3)

mit i, q € Z(I).
Bezeichne ¥, eine Losung der homogenen Gleichung y’(x) + h(x)y(x) = 0.
(i) Sei y,(x) = c(X)Ypom(x), ¢ € & 1(I). Welcher Differentialgleichung muss ¢ geniigen,
damit y, Losung der Differentialgleichung B) ist?
(ii) Losen Sie die Differentialgleichung fiir die Funktion ¢ aus Aufgabenteil (a).
(iii) Geben Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung (§) an.

_ l+xy
1-x2°

(b) Berechnen Sie alle Lésungen der Differentialgleichung y’

LOsSUNG:

() Esist y,(x) = ¢ (X)Ypom(x) + c(X)Yjp, (X). Damit y, die Differentialgleichung B) 16st, muss
¥, (x) + h(x)y, (x) = q(x) gelten, also

(/](X) = C/(x)yhom(x) + C(X) [y;zom(x) + h(x)yhom(x)] = C,(x)yhom(x)

v

=0

Ist folglich ¢’ (x) = qu(x()x), so ist i, eine Losung der Differentialgleichung ®).

Diese Differentialgleichung fiir ¢ wird durch

q(x)

c(x) = dx
Yhom (X)
geldst, womit man
q(x)
(%) = c(X)Ypom(¥) = ( dx) om(X)
i 4 o )"

hat.
Die allgemeine Losung der linearen inhomogenen Differentialgleichung erster Ordnung
ist daher gegeben durch

_ _ q(x)

}/(X) - Cyhom(x) + yp(x) - Cyhom(x) + dx yhom(x)
Yhom (X)
- (c 4 A9 dx) Vim(0), CER.
Yhom (x)
(b) Die Losung der homogenen Differentialgleichung y* = - _xxzy ist gegeben durch

x 1 1
Yiom(X) = exp (f T dx) = exp (—5 Inf1- le) = T e

Nach Aufgabenteil (a) ist eine partikuldre Losung der Differentialgleichung gegeben
durch

( q(x)

Yhom (x) dx) Yho (X) .



Fir |x| < 1 ist

= arcsin x.

q(x) f 1 dx
dx = V1-x2dx =
yhom(x) 1-x2 Vl —x2

Fir [x| > 1 hat man

thofnx(x)d _fl xz\/—dx_ f

e
3 {—acoshx = —1n(x+ \/xz—l), x>1

acos(—x) = In (—x + VaZ - 1) , x<-1

Zusammengefasst ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung

¢ + arcsinx

V1 —x?
c—ln(x+\/ﬂ)

y(x) = 3 V-1 ,
c+ln( X+ Vx? - 1)

Va2 -1 ’

definiert auf (-1, 1)

definiert auf (1,0) , ceRR.

definiert auf (—oo, -1)




