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Lösungsvorsläge

1. Geometrises Problem

Finden Sie alle Funktionen 𝑦(𝑡) mit der Eigenscha, dass die Fläche zwischen dem Graphen
der Funktion, den Koordinatenachsen und der Geraden 𝑡 = 𝑥 (𝑥 > 0) gegeben ist durch

(a) 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑦􏷢
2𝑥 (b) 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑥

𝑦.

L: In der ersten Übung wurde bewiesen, dass 𝑦 der Differentialgleichung

𝐷􏷠𝐴(𝑥, 𝑦(𝑥)) + 𝐷􏷡𝐴(𝑥, 𝑦(𝑥))𝑦′(𝑥) = 𝑦 (1)

genügt.

(a) Für 𝐴(𝑥,𝑦) = 𝑦􏷬
􏷡𝑥 lautet die Differentialgleichung ür 𝑦

3
2
𝑦􏷡
𝑥􏷡𝑦

′ = 𝑦
𝑥 +

1
2
𝑦􏷢
𝑥􏷢 .

Substituiert man 𝑧(𝑥) = 􏿴𝑦(𝑥)𝑥 􏿷
􏷡
, also 𝑦(𝑥) = 𝑥√𝑧(𝑥), so gilt

𝑦′(𝑥) = 􏽮𝑧(𝑥) + 𝑥
𝑧′(𝑥)
2√𝑧(𝑥)

.

Die Differentialgleichung ür 𝑧 lautet daher

𝑧′(𝑥) + 43
1
𝑥𝑧 =

4
3
1
𝑥.

Es handelt sich dabei um eine lineare inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung.
Die Lösung der homogenen Gleichung 𝑧′ = − 􏷣􏷢

􏷠
𝑥𝑧 ist gegeben durch

𝑧􏷟(𝑥) = 𝑐 exp 􏿶􏾙
𝑥

􏷠
−43

1
𝑡 d𝑡􏿹 = 𝑐 exp 􏿶−

4
3 ln 𝑥􏿹 =

𝑐
𝑥􏷣/􏷢

Eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung findet man durch “scharfes anse-
hen”: 𝑧𝑝(𝑥) = 1 ür alle 𝑥 ∈ ℝ ist eine Lösung der Differentialgleichung (alternativ kann
man natürlich auch die Lösungsformel/Variation der Konstanten zum Finden der Parti-
kulärlösung verwenden).
Zusammengefasst ist die allgemeine Lösung der Differentialgleichung ür 𝑧

𝑧(𝑥) = 𝑧􏷟(𝑥) + 𝑧𝑝(𝑥) = 1 +
𝑐
𝑥􏷣/􏷢 , 𝑐 ∈ ℝ.

Durch Resubstitution 􏿴 𝑦(𝑥)𝑥 􏿷
􏷡
= 1+ 𝑐

𝑥􏷭/􏷬 findet man in impliziter Form

𝑦(𝑥)􏷡 = 𝑥􏷡 + 𝑐𝑥􏷡/􏷢, 𝑐 ∈ ℝ.
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(b) Für 𝐴(𝑥,𝑦) = 𝑥
𝑦 ist die Differentialgleichung ür 𝑦

𝑦 = 1
𝑦 −

𝑥
𝑦􏷡𝑦

′ bzw. 𝑦􏷢 = 𝑦 − 𝑥𝑦′

Für 𝑥 ≠ 0 lässt sich dies umformen zurDifferentialgleichung 𝑦′ = 𝑦
𝑥 (1−𝑦􏷡)mit getrennten

Veränderlichen. Die Lösung der Differentialgleichung erhält man durch Lösen von

ln |𝑥| + 𝐶 = 􏾙
d𝑥
𝑥 = 􏾙

d𝑦
𝑦(1 − 𝑦􏷡) = 􏾙

d𝑦
𝑦(1 − 𝑦)(1 + 𝑦)

= 􏾙
d𝑦
𝑦 + 12 􏾙

d𝑦
1 − 𝑦 −

1
2 􏾙

d𝑦
1 + 𝑦 = ln

|𝑦|
|1 − 𝑦􏷡|􏷠/􏷡 .

Es folgt

􏿙 𝑦􏷡
1 − 𝑦􏷡 􏿙 = 𝑒

􏷡𝐶|𝑥|􏷡 ⇔ 􏿙 1𝑦􏷡 − 1􏿙 = 𝑒
−􏷡𝐶 1
𝑥􏷡 ⇔

1
𝑦􏷡 = 1 ± 𝑒

−􏷡𝐶 1
𝑥􏷡 ⇔ 𝑦􏷡 = 𝑥􏷡

𝑥􏷡 ± 𝑒−􏷡𝐶

und damit

𝑦(𝑥) = ± |𝑥|
√|𝑥􏷡 + 𝐶|

.

Für 𝐶 ≥ 0 ist die Lösung auf ℝ definiert, ür 𝐶 < 0 auf jedem Intervall, das ±√−𝐶 nicht
enthält.



2. Lipsitz-Bedingung

Seien 𝐼, 𝐽 ⊂ ℝ Intervalle. Zeigen Sie: Ist 𝐹 ∶ 𝐼 × 𝐽 → ℝ stetig partiell differenzierbar bezüglich
der zweiten Variablen, so besitzt das Anfangswertproblem

𝑦′(𝑥) = 𝐹(𝑥, 𝑦(𝑥)), 𝑦(𝑥􏷟) = 𝑦􏷟

eine eindeutige Lösung.
H: Zeigen Sie, dass 𝐹 in 𝐼 × 𝐽 einer Lipschitz-Bedingung genügt.

L: Genügt 𝐹 in 𝐼×𝐽 einer Lipschitz-Bedingung so gilt nach dem Satz von Picard-Lindelöf,
dass das Anfangswertproblem 𝑦′(𝑥) = 𝐹(𝑥, 𝑦(𝑥)), 𝑦(𝑥􏷟) = 𝑦􏷟 lokal eindeutig lösbar ist.
Seien dazu 𝑥 ∈ 𝐼 , 𝑦􏷠, 𝑦􏷡 ∈ 𝐽 . Definiert man 𝐿 ∶= sup

𝜂∈𝐽
|𝐷􏷡𝐹(𝑥, 𝜂)|. Nach dem Mielwertsatz

gilt dann, dass ein 𝜂 ∈ (min{𝑦􏷠, 𝑦􏷡},max{𝑦􏷠, 𝑦􏷡}) existiert mit

􏿙𝐹(𝑥, 𝑦􏷠) − 𝐹(𝑥, 𝑦􏷡)𝑦􏷠 − 𝑦􏷡
􏿙 = 􏿖𝐷􏷡𝐹(𝑥, 𝜂)􏿖 ≤ sup

𝜂∈𝐽
􏿖𝐷􏷡𝐹(𝑥, 𝜂)􏿖 = 𝐿.

Es folgt |𝐹(𝑥, 𝑦􏷠) − 𝐹(𝑥, 𝑦􏷡)| ≤ 𝐿|𝑦􏷠 − 𝑦􏷡| ür alle (𝑥, 𝑦􏷠), (𝑥, 𝑦􏷡) ∈ 𝐼 × 𝐽 .



3. Eindeutigkeit von Lösungen

Bestimmen Sie alle Lösungen des Anfangswertproblems 𝑦′ = −|𝑦|𝛼, 𝑦(0) = 1 ür
(a) 𝛼 = 2 (b) 𝛼 = 1 (c) 𝛼 = 􏷠

􏷡 .

L: Einige Vorbemerkungen: Die Differentialgleichung ist von Typ “getrennte Veränder-
liche”. Lösungen des Anfangswertproblems erhält man daher aus dem Ansatz (zunächst ür
𝑦(𝑥) > 0)

𝑥 = 􏾙
𝑥

􏷟
d𝜉 = 􏾙

𝑦(𝑥)

𝑦(􏷟)

d𝜂
−𝜂𝛼 =

⎧⎪
⎨⎪⎩

[−𝜂−𝛼+􏷪−𝛼+􏷠 ]
𝑦(𝑥)
􏷠 =− 𝑦(𝑥)􏷪−𝛼􏷠−𝛼 + 􏷠

􏷠−𝛼 (𝛼 ≠ 1)
[− ln 𝜂]𝑦(𝑥)􏷠 = − log 𝑦(𝑥) (𝛼 = 1)

(2)

Sei 𝐹𝛼(𝑦) = −|𝑦|𝛼. Die Funktion 𝐹􏷡(𝑦) = −𝑦􏷡 ist stetig differenzierbar und damit auch Lipschitz-
stetig. Für 𝛼 = 1 gilt wegen der umgekehrten Dreiecksungleichung 􏿖|𝑦􏷠| − |𝑦􏷡|􏿖 ≤ |𝑦􏷠−𝑦􏷡|, dass
𝐹􏷠 Lipschitz-stetig ist. Die Funktion 𝐹􏷠/􏷡 hingegen ist nicht Lipschitz-stetig, z.B. gilt ür 𝑦􏷠 = 􏷠

􏷣 ,
𝑦􏷡 = 0, dass |(􏷠􏷣 )

􏷠/􏷡 −0􏷠/􏷡| = 􏷠
􏷡 > |

􏷠
􏷣 −0| =

􏷠
􏷣 .

(a) Für 𝛼 = 2 ergibt (2) 𝑥 = 𝑦(𝑥)−􏷠 − 1, also

𝑦(𝑥) = 1
1 + 𝑥.

Das maximale Intervall auf dem die Lösung definiert ist und das 𝑡 = 0 enthält, ist (−1,∞).
Dies ist die einzige Lösung des Anfangswertproblems (jede andere Lösung ist eine Ein-
schränkung dieser Lösung auf ein kleineres Intervall).

(b) Für 𝛼 = 1 ist nach (2) 𝑥 = − log 𝑦(𝑥), aufgelöst nach 𝑦(𝑥)
𝑦(𝑥) = 𝑒−𝑥,

definiert auf ganz ℝ. Dies ist die einzige Lösung des Anfangswertproblems, denn
(i) das lineare Anfangswertproblem 𝑦′ = −𝑦, 𝑦(0) = 1, hat die eindeutige Lösung 𝑒−𝑥
(ii) die Lösung 𝑦(𝑥) = 𝑒−𝑥 ist überall positiv, und die beiden Differentialgleichungen

stimmen ür positive Funktionen überein.
Daher kann es (bis auf Einschränkungen auf kleinere Intervalle) keine weiteren Lösun-
gen der Differentialgleichung geben.

(c) Für 𝛼= 􏷠
􏷡 ergibt (2) 𝑥 = −2√𝑦(𝑥) + 2, damit (𝑦(0) = 1!)

𝑦(𝑥) = 􏷠
􏷣 (𝑥 − 2)

􏷡, 𝑡 ≤ 2.
Diese Funktion ist auf demmaximalen Intervall (−∞, 2] eine Lösung (𝑦(𝑥)mussmonoton
fallen). Die Lösung kann auf ganz ℝ fortgesetzt werden durch 0,

𝑦 ∶ ℝ → ℝ, 𝑦(𝑥) =
⎧⎪
⎨⎪⎩

􏷠
􏷣 (𝑥 − 2)

􏷡, 𝑥 ≤ 2
0, 𝑥 > 2

Aus Symmetriegründen ist auch − 􏷠􏷣 (𝑥 − 𝑥􏷟)
􏷡 ür 𝑥 ≥ 𝑥􏷟 ≥ 2 eine Lösung der Differenti-

algleichung 𝑦′ = −√|𝑦| (nachrechnen!). Insgesamt erhält man also eine ganze Schar von
Lösungen des Anfangswertproblems, parametrisiert durch 𝑥􏷟 ≥ 2:

𝑦 ∶ ℝ → ℝ, 𝑦(𝑥) =

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪⎩

􏷠
􏷣 (𝑥 − 2)

􏷡, 𝑥 ≤ 2
0, 2 < 𝑥 ≤ 𝑥􏷟
− 􏷠􏷣 (𝑥 − 𝑥􏷟)

􏷡, 𝑥􏷟 < 𝑥



4. Variation der Konstanten

(a) Gegeben sei die lineare inhomogene DGL 1. Ordnung

𝑦′(𝑥) + ℎ(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑞(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼 ⊂ ℝ Intervall. (3)

mit ℎ, 𝑞 ∈ 𝒞 (𝐼).
Bezeichne 𝑦ℎ𝑜𝑚 eine Lösung der homogenen Gleichung 𝑦′(𝑥) + ℎ(𝑥)𝑦(𝑥) = 0.
(i) Sei 𝑦𝑝(𝑥) ∶= 𝑐(𝑥)𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥), 𝑐 ∈ 𝒞 􏷠(𝐼). Welcher Differentialgleichung muss 𝑐 genügen,

damit 𝑦𝑝 Lösung der Differentialgleichung (3) ist?
(ii) Lösen Sie die Differentialgleichung ür die Funktion 𝑐 aus Aufgabenteil (a).
(iii) Geben Sie die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (3) an.

(b) Berechnen Sie alle Lösungen der Differentialgleichung 𝑦′ = 􏷠+𝑥𝑦
􏷠−𝑥􏷫 .

L:

(a) Es ist 𝑦′𝑝(𝑥) = 𝑐′(𝑥)𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥)+ 𝑐(𝑥)𝑦′ℎ𝑜𝑚(𝑥). Damit 𝑦𝑝 die Differentialgleichung (3) löst, muss
𝑦′𝑝(𝑥) + ℎ(𝑥)𝑦′𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) gelten, also

𝑞(𝑥) = 𝑐′(𝑥)𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥) + 𝑐(𝑥) [𝑦′ℎ𝑜𝑚(𝑥) + ℎ(𝑥)𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥)]􏿋􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏿌􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏿍
=􏷟

= 𝑐′(𝑥)𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥)

Ist folglich 𝑐′(𝑥) = 𝑞(𝑥)
𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥)

, so ist 𝑦𝑝 eine Lösung der Differentialgleichung (3).
Diese Differentialgleichung ür 𝑐 wird durch

𝑐(𝑥) = 􏾙
𝑞(𝑥)
𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥)

d𝑥

gelöst, womit man

𝑦𝑝(𝑥) = 𝑐(𝑥)𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥) = 􏿶􏾙
𝑞(𝑥)
𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥)

d𝑥􏿹 𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥)

hat.
Die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Differentialgleichung erster Ordnung
ist daher gegeben durch

𝑦(𝑥) = 𝐶𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥) + 𝑦𝑝(𝑥) = 𝐶𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥) + 􏿶􏾙
𝑞(𝑥)
𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥)

d𝑥􏿹 𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥)

= 􏿶𝐶 +􏾙
𝑞(𝑥)
𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥)

d𝑥􏿹 𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥), 𝐶 ∈ ℝ.

(b) Die Lösung der homogenen Differentialgleichung 𝑦′ = 𝑥
􏷠−𝑥􏷫𝑦 ist gegeben durch

𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥) = exp 􏿵􏾙
𝑥

1 − 𝑥􏷡 d𝑥
􏿸 = exp 􏿶−

1
2 ln |1 − 𝑥

􏷡|􏿹 =
1

|1 − 𝑥􏷡|􏷠/􏷡

Nach Aufgabenteil (a) ist eine partikuläre Lösung der Differentialgleichung gegeben
durch

􏿶􏾙
𝑞(𝑥)
𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥)

d𝑥􏿹 𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥).



Für |𝑥| < 1 ist

􏾙
𝑞(𝑥)
𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥)

d𝑥 = 􏾙
1

1 − 𝑥􏷡√1 − 𝑥
􏷡 d𝑥 = 􏾙

d𝑥
√1 − 𝑥􏷡

= arcsin 𝑥.

Für |𝑥| > 1 hat man

􏾙
𝑞(𝑥)
𝑦ℎ𝑜𝑚(𝑥)

d𝑥 = 􏾙
1

1 − 𝑥􏷡√𝑥
􏷡 − 1d𝑥 = −􏾙

d𝑥
√𝑥􏷡 − 1

=
⎧⎪
⎨⎪⎩

−acosh𝑥 = − ln 􏿴𝑥 + √𝑥􏷡 − 1􏿷 , 𝑥 > 1
acos(−𝑥) = ln 􏿴−𝑥 + √𝑥􏷡 − 1􏿷 , 𝑥 < −1

Zusammengefasst ist die allgemeine Lösung der Differentialgleichung

𝑦(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐 + arcsin 𝑥
√1 − 𝑥􏷡

, definiert auf (−1, 1)

𝑐 − ln 􏿴𝑥 + √𝑥􏷡 − 1􏿷

√𝑥􏷡 − 1
, definiert auf (1,∞)

𝑐 + ln 􏿴−𝑥 + √𝑥􏷡 − 1􏿷

√𝑥􏷡 − 1
, definiert auf (−∞, −1)

, 𝑐 ∈ ℝ.


