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Übungsaufgaben

1. Implizite Differentialgleiungen, I
(a) Bestimmen Sie die Lösungen folgender Anfangswertprobleme:

(i) 𝑦 = (𝑦′)􏷡 sin 𝑦′ mit 𝑦(0) = 𝜋􏷫

􏷦􏷡
(ii) 𝑥 = (𝑦′)􏷢 + 𝑦′ mit 𝑦(2) = 􏷨

􏷣
(iii) 𝑦″ = 2𝑦(1 + 𝑦􏷡) mit 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 1.

(b) Finden Sie alle Lösungen der impliziten Differentialgleichung (𝑦″)􏷡 + 𝑥𝑦″ − 𝑦′ = 0.
H: Es kann hilfreich sein, zunächst 𝑢 = 𝑦′ zu substituieren.

2. Implizite Differentialgleiungen, II

Betrachten Sie die Differentialgleichung

𝑦(𝑥) = 􏷠
􏷡𝑥

􏷡 − 𝑥𝑦′(𝑥) + (𝑦′(𝑥))􏷡.
(a) Bestimmen Sie die Lösungen dieser Differentialgleichung.
(b) Für welche Paare (𝑥􏷟, 𝑦􏷟) gibt es eine Lösung, die 𝑦(𝑥􏷟) = 𝑦􏷟 erüllt?
(c) Für welche Werte (𝑥􏷟, 𝑦􏷟) aus (b) ist die Lösung mit 𝑦(𝑥􏷟) = 𝑦􏷟 eindeutig?

3. Zusatzaufgabe: Clairaut-Differentialgleiung

Betrachten Sie die Clairaut-Differentialgleichung 𝑦 = 𝑥𝑦′+𝑔(𝑦′)mit auf einem Intervall stetig
differenzierbaren Funktion 𝑔.

(a) Finden Sie eine Lösungskurve in Parameterform, sowie alle Lösungsgeraden der Diffe-
rentialgleichung. Wie hängen diese beiden Lösungstypen zusammen?

(b) Lösen Sie den konkreten Fall 𝑔 = exp und diskutieren Sie das Ergebnis.

4. Exakte Differentialgleiungen
(a) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung

2𝑥 sin 𝑦 d𝑥 + 𝑥􏷡 cos 𝑦 d𝑦 = 0
exakt ist und bestimmen Sie die allgemeine Lösung in impliziter Form.

(b) Geben Sie eine Lösung der Differentialgleichung durch 𝑦(1) = 􏷨𝜋
􏷣 in expliziter Form an.

(c) Ist die Lösung aus (b) in einer (kleinen) Umgebung von 𝑥 = 1 eindeutig?

5. Integrierende Faktoren

Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung

𝑥􏷡 + 𝑦􏷡 + 1 − 2𝑥𝑦𝑦′ = 0
nicht exakt ist und finden Sie einen integrierenden Faktor der Form 𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝜌(𝑥􏷡−𝑦􏷡). Geben
Sie damit alle Lösungen der Differentialgleichung (in impliziter Form) an.
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