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Losungsvorschliage

1. Implizite Differentialgleichungen, I
(a) Bestimmen Sie die Losungen folgender Anfangswertprobleme:
i) y = (y')*siny’ mit y(0) = ’;—;
(i) x = (y)®+y mity(2) =3
(iii) v” = 2y(1 + y*) mit y(0) = 0, y’(0) = 1.
(b) Finden Sie alle Lésungen der impliziten Differentialgleichung (y”)* + xy” =y’ =0
Hinweris: Es kann hilfreich sein, zunédchst # = y’ zu substituieren.

LOsuNG:

(@) (1) Seix = @(t), y = x(t) eine Parameterdarstellung (parametrisiert durch ¢ = y’) der
Loésung. Dann gilt (vgl. Vorlesung Kapitel 4)

x(t) = tPsint (1)
X(t) = t@(t) )
mit Anfangsbedingungen
x(ty) = 7 = -(—)2 p(tp) =0
Wegen sin ¢ = 1 gilt also gemaf (), dass t, = z und aus @) folgt
plt)= | ——ds=

to

: 2
t x(s) tf2ssins + s*coss .

ds = [-2coss + ssins + coss]tZ
3 s °
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Man tiberpriift leicht, dass Geraden y(x) = ax+b nicht als Losungen der Differential-
gleichung in Frage kommen, denn die Gleichung ax+b = a? sina ist nur fiira = 0 fiir
alle x € IR erfiillbar. Die Funktion y = 0 erfiillt jedoch nicht die Anfangsbedingung,
kann daher als Losung ausgeschlossen werden.

(ii) Bezeichne wieder x = ¢(t), y = x(t) eine Parameterdarstellung (parametrisiert
durch t = y’) der Losung. Es gilt

p(t) =1+t ®3)
X(t) = tp(t) =38 + t. (4)

Aus der Anfangsbedingung erhélt man ¢(t;) = 2 und )((to) ==z also to + t5 = 2 mit
der (einzigen reellen) Losung f, = 1. Damit gilt x(1) = 2 und

)((t):)((to)+f sp(s)ds = 7 + f(3s +5)ds
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Auch hier sieht man schnell, dass Geraden keine Losungen sind, da die Gleichung
x = a® + a fiir feste Wahl von a € R nicht fiir alle x erfiillt sein kann.

(iii) Diese implizite Differentialgleichung ist vom Typ F(y,y’,y”) = 0 mit
F@y,p,9) = q-2y(1 + ).

Lost die Funktion p die Gleichung F(t, p(t), p(t)p(t)) = 0 und gentigt y = @(x) der
Differentialgleichung i’ = p(y), so ist laut Vorlesung y = ¢(x) eine Losung der
Differentialgleichung F(y,y’,y”) = 0.

Man l6se daher zunéchst

F(t, p(t), p(t)p(t)) = p(t)p(t) — 2t(1 + #7) = 0,
also
pipt) =2t(1+1) & (P(t)" = 4t(1 + 1)

Diese Gleichung lasst sich leicht aufintegrieren,

P2(F) = f M1+ At =22 +H =PQ2+R)+C, CeR bzw.
p(t) = £V2£2 + t4 + C.

Die Losung der Differentialgleichung findet man durch Losen der Differentialglei-

chung

Y =py) =£V2P2+ 4+ C
. Wegen 1/’(0) = 1 muss gelten iy’ = /2y? + y* + C, die Konstante C ergibt sich dann
aus i'(0) = VC=1,also C = 1.

Dies fithrt auf das einfachere Anfangswertproblem

VN2 1= N1+ 22 =142, y(0)=0

vom Typ “getrennte Veranderliche”. Die Losung erhélt man aus

X Y dn
X = dé = f = arctann,
fo o 1+77 1

und damit y(x) = tanx.

(b) Setzt man y’ = u wird die DGL zu
W)Y +xu' —u=0,

welche vom Typ F(x, u,u’) = 0 ist und wie in Aufgabenteil (a) behandelt werden kann.

(i) Losungsgeraden sind gegeben durch
u(x) =ax+a*, ackR,

und damit y(x) = ax? + a>x + b,a,b € R.



(ii) Von Geraden verschiedene Losungen erhalt man in Parameterformx = ¢@(t), u = x(t)
durch Losen der Gleichungen

x(t) = £ + to(t) ®)
X () = t(t) (6)

Differentiation von Gleichung (E) liefert in Kombination mit (E)
tp(t) = x(t) = 2t + t@(t) + ¢(t),

also x = @(t) = —2t, und damit u = x(t) = #* + t@(t) = —t>. Durch Elimination von
t erhalt man

2
X
u® = -7 =y
und daher
(x) = x3+ eR
y(x TR

Abbildung 1: Die Lésungen u der Differentialgleichung aus Aufgabe 1 (b) fiir b = ¢ = 0. Die Geraden-
schar bildet eine Tangentenschar an die Kurve u(x) = —2-, welche als Enveloppe der Geradenschar

bezeichnet wird.
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2. Implizite Differentialgleichungen, II

Betrachten Sie die Differentialgleichung

y(x) = 322 = xy'(x) + (' ().

(a) Bestimmen Sie die Losungen dieser Differentialgleichung.

(b) Fir welche Paare (x, 1) gibt es eine Losung, die y(x,) = y, erfullt?

(c) Fir welche Werte (x, /o) aus (b) ist die Lésung mit y(x,) = y, eindeutig?

LOsuUNG:

@ @

(i)

Losungsgeraden: setzt man y(x) = ax + b in die Differentialgleichung ein, erhélt man
ax +b = 1x? —ax + a*.

Keine Parameter a,b € IR konnen dies fiir alle x € IR erfillen.

Losungen in Parameterdarstellung: von Geraden verschiedene Losungen erhilt man
aus der Parameterdarstellung x = ¢(t), v = x(t) durch Losen der Gleichungen
x(£) = 3p(b? - to(t) + 2 (7)
x(t) = to(t) (@)

Ableiten von Gleichung () liefert

X(t) = pB)(t) — tp(t) — @(t) + 2,

und eingesetzt in (§)

tp(t) = p(t)p(t) — to(t) — @(t) + 21,
bzw.
(p(t) - 2t)(p(t) - 1) = 0.

Zum Losen dieser Gleichung werden die folgenden beiden Félle betrachtet:
Fall 1. ¢(t) = 2t. In diesem Fall ist insbesondere ¢(t) = 2 # 0. Es folgt sofort
(entweder aus () oder aus (§))

x(t) = £ = 1(pt)*

Damit ist aber die Funktion

y(x) = 12° ©)

Losung der Differentialgleichung.
Fall 2. ¢(t) = 1. Dann folgt ¢(t) = ¢+ c mit ¢ € R. Eingesetzt in Gleichung (f) erhalt
man

X)) =2(t+cP —(t+ot+ 2 =12+ 1%

Substituiert man t = ¢(t) — ¢ = x — ¢, ergibt das die Losung

y() = 2% —x(x—c)+ (x—cf = ¥ —cx+ %, ceR (10)
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(b)

(©)

Fall 1. Durch y(x) = ;x? ist genau dann eine Lésung mit y(x,) = 1y, gegeben, wenn
Yo = ix%.

Fall 2. Hier ist y(x) = %xz — cx + ¢?, die Bedingung y(x,) = y, also erfiillbar, falls die
quadratische Gleichung

1
1

Xg—cxg+cE =y, bzw. 2 —xoc+ (335 -yp) =0 (11)

in c 16sbar ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn x5 — 4(%9{% - Yo) = 0, oder dquivalent
> 142

Yo 2 20°

Zusammenfassend ist das Anfangswertproblem mit y(x,) = y, l6sbar, falls 1, > %x(z).

Istyo = Allx%, so sind y(x) = ixz und y(x) = %xz —cx+c®mitc = %xo Loésungen.

Falls y, > ixé, besitzt die quadratische Gleichung (1) zwei verschiedene Lésungen

1,6, € R, und die Funktionen y;(x) = %xz - cx + 2 (k = 1,2) sind zwei voneinan-

der verschiedene Losungen des Anfangswertproblems.

Das Anfangswertproblem ist also nie eindeutig losbar.



3. Zusatzaufgabe: Clairaut-Differentialgleichung

Betrachten Sie die Clairaut-Differentialgleichung y = xy’ +g(y’) mit auf einem Intervall stetig
differenzierbaren Funktion g.

(a) Finden Sie eine Losungskurve in Parameterform, sowie alle Losungsgeraden der Diffe-
rentialgleichung. Wie hingen diese beiden Losungstypen zusammen?

(b) Lésen Sie den konkreten Fall ¢ = exp und diskutieren Sie das Ergebnis.

LOsuNG:

(a) Seig € Z1(J),] C RIntervall. Parametrisiert man x = ¢(t), y = x(t), so muss gelten

x(t) = to(t) + g(t) (12)
X(t) = to(t) (13)

Differentiation von Gleichung ([1d) nach ¢ liefert

x(t) = (t) + to(t) + &(t)
und zusammen mit (13) erhalt man

P(t) = =§(t)

X(E) = —3(8) + g(6) (14

als Lésung der Differrentialgleichung in Parameterform. Ist ¢ sogar zweimal stetig diffe-
renzierbar auf ], gilt ¢, x € Z(]). Gilt weiter § # 0in J, so ist ¢» # 0 in ] und die Kurve
besitzt eine explizite Darstellung der Form

y=W(x) mit stetig differenzierbarem W. (15)

Man rechnet leicht nach, dass alle Geraden

y(x)=cx+g(c), ce€] (16)

Losungen der Differentialgleichung sind.

Fiir einen festen Parameterwert t = c liegt der Kurvenpunkt (¢(c), x(c)) von ([L4) auf der
Geraden ([16), denn

cp(c) +8(c) = —cg(c) + g(c) = x(c).
In diesem Punkt hat die Kurve die Steigung
X(©) _ =§(c) — cg(e) +§(c)
P(c) —§()
stimmt also mit der Steigung der Geraden durch diesen Punkt iberein. Die Geradenschar

(1d) bilden also eine Tangentenschar an die Kurve ([14), welche als Enveloppe der Gera-
denschar bezeichnet wird.

/4

Unter den Voraussetzungen an g ist jede Losung der Differentialgleichung gegeben durch
eine Gerade der Form (fLd), durch die Funktion y aus ({15) oder einer Zusammensetzung
aus W und Geradenstiicken von ([L6).



(b) Ist konkret ¢(f) = ¢’ fir t € R, sind alle Voraussetzungen aus Aufgabenteil (a) erfiillt,
insbesondere g € Z%(R).

Die Geraden y(x) = cx + ¢ sind fiir ¢ € IR Losungsgeraden, von Geraden verschiedene
Losungen werden parametrisiert durch

x = q(t) = —¢
y=xt)=-te" +e =e(1-1).

Lost man die erste Gleichung nach t auf, also t = log(—x) fiir x < 0 und setzt dies in die
zweite Gleichung ein, erhélt man

y(x) = =x(1 - log(-x)) = x(log(-x) — 1).

—1L

Abbildung 2: Lésungsgeraden und deren Enveloppe der Differentialgleichung v = xy’ + exp(v/’).



4. Exakte Differentialgleichungen

(a)

(b)
()

Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung
2xsinydx + x*cosydy =0

exakt ist und bestimmen Sie die allgemeine Losung in impliziter Form.
Geben Sie eine Losung der Differentialgleichung durch y(1) = =F in expliziter Form an.

Ist die Losung aus (b) in einer (kleinen) Umgebung von x = 1 emdeutlg?

LOsuNG:

()

(b)

(©)

Definiere f(x,y) = 2xsiny und g(x,y) = x?cosy. Offenbar sind f,g € Z'(R?) und
damit die Differentialgleichung

fx,y)ydx+g(x,y)dy =0
exakt, falls D, f (x, y) = D;g(x, y). Dies ist hier der Fall, denn

D,f(x,y) =2xcosy, D;g(x,y) =2xcosy.

Die Losungen der Differentialgleichung sind Hohenlinien eines Potentials H des Vektor-
felds v = (f,g)". Das Potential lisst sich aus D;H = f und D,H = ¢ bestimmen. Die
erste Gleichung liefert

H(x,y) = ff(x,y)dx+C1(y) = x?siny + C;(y),

aus der zweiten erhilt man
H(x,y) = fg(x,y) dy + Cy(x) = ¥ siny + Cy(x).

Eine Potentialfunktion ist also H(x,y) = x?siny, und Lésungen der Differentialglei-
chung sind implizit gegeben durch

H(x,y(x)) = ¥*siny(x) =C, CeR (17)

Gesucht ist eine Auflosung der Gleichung fiir die Hohenlinie, die durch (1, 2%) l4uft, nach
y(x) (vgl. Abbildung B). Setzt man y(1) = 2 in die Gleichung ([17) ein, erhalt man C =
I _ \/5

2
1¢sin 2% T =5

Wegen smy < 1, kann die Gleichung x*siny = \/_ nur fiir x* > ‘/_ erfullt sein. Es muss

also |x| > — %/_ gelten. Da xy = 1 € [=, o), erhilt man zusammen m1t y(1) = I die Losung

2’

— o (V2 - 1
y(x) = 27t + arcsin <ﬁ) auf dem maximalen Intervall [4—‘/5, 00).

Die Rechnung aus (b) zeigt bereits, dass y auf [ \}_ o) eindeutig bestimmt ist. Alternativ
folgt wegen D,H(1, 2 T) = g(l ) = Cos = ‘/— # 0 nach dem Satz iiber implizite
V2

Funktionen, dass H (x,y) = % in einer klelnen Umgebung eindeutig nach y auflosbar ist.
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Abbildung 3: Die Hoéhenlinie H (x,y) = % des Potentials H.



5. Integrierende Faktoren
Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung
X +y*+1-2xyy =0

nicht exakt ist und finden Sie einen integrierenden Faktor der Form p(x, y) = p(x*—?). Geben
Sie damit alle Losungen der Differentialgleichung (in impliziter Form) an.

LosuNG: Allgemeine Vorbemerkung.

Sei u = u(x,y) ein integrierender Faktor fir die DGL

floy)dx +g(x,y)dy =0, (18)

d.h. die Differentialgleichung uf dx + ugdy = 0 ist exakt. u geniigt also der Differentialglei-
chung D,(uf) = D;(ug). Ist nun ein integrierender Faktor der Form u(x,y) = p(i(x,y)) mit
p = p(t) gesucht, so muss gelten

D, (p(w(x, v))f (x,) = Dy (p(y(x, y)g(x, v)) -

Man hat (nach Ketten- und Produktregel)

D2 (p(QD(X, y))f(x/ ]/)) = P'('#(x/ V))Dz'#(xz y)f(x/ y) + P('#(xz y))DZf(x/ y)
D (p((x, y)g(x, 1)) = p’ (W, y)D1p(x, )g(x, y) + p(x, y)D1g(x, y)
und damit als Bedingung fiir p

D,f (x,y) - Dig(x,y)
g(x, y)Dllnb(x/ y) - f(x/ y)D2¢(X, ]/) .

Im konkreten Fall x> + 2 + 1 — 2xyy’ = 0 lasst sich die DGL schreiben in der Form ([Lg) mit
f(x,y) = 2> +y* + 1, g(x,y) = —2xy. Die Bedingung (119) fiir p wird mit {(x,y) = x> -y zu

P, y) = p(Y(x,y)) (19)

2y +2y a2 2
—2xy(2x) +2y(x2 +y2 + 1) P -y )1 (-

p/(xz _ ]/2) — p(xz _ }/2)
Fir p = p(t) ist das die Differentialgleichung

2
p'(t) = P(t)m

1

mit Lésung p(t) = T

Der so bestimmte integrierende Faktor lautet also
1
px,y) = pla® - %) = ArZ—ar
Ein Potential H = H(x, y) der jetzt exakten Differentialgleichung pf dx + ugdy = 0 ist
H(x,y) = oy
die Losungen der Differentialgleichung in impliziter Form also gegeben durch

X

— = R.
T+ -2 C, Ce



