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Losungsvorschlige

1. Zusatzaufgabe: Holomorphe Funktionen und Exaktheit

Sei f : C — C holomorph, f(x +iy) = u(x,y) + iv(x, y) mit u(x,y) = Ref (x +1iy), v(x, y) =
Imf (x + iy). Welcher Gestalt muss f sein, damit die Differentialgleichung

u(x,y) dx + o(x, y) dy = 0

in R? exakt ist?

LosuNG: Ist f = u+ivin C holomorph, so gelten die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen
im R?,

Dlu = Dzv (1)
Dzu = _Dlv. (2)

Die DGL udx + vdy = O ist in IR? exakt, falls
Dzu = Dlv (3)

gilt.

Aus Gleichungen () und (B) erhalt man D,u = —D,u, also D,u = 0. Die Funktion u kann
daher nur von x abhéngen, u = u(x). Gleichung (f) liefert dann D;v = 0, v kann also nur von
y abhingen, v = v(y). Aus (fl) folgt

wx)=v(y)=c, ceR, VxyeR

Damit ist
u(x) =cx+d
viy; oy d: ¢, dy,dy €R,
und es gilt
fx+1iy) = c(x +iy) + d; +id,
bzw.

f(z)=cz+d, ceR, deC


http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm3etec2013w/

2. Zusatzaufgabe: Integrierende Faktoren

Seien p; und u, integrierende Faktoren fiir die Differentialgleichung

f(x,y)dx+g(x,y)dy =0 (4)
mit der Eigenschaft
D D
det |~ 1F1 2”1) ) £0, (x,y) € R 5
e@ml%buw (x,) )

Dann sind die Lésungen der Differentialgleichung (i) implizit durch Héhenlinien der Funktion

1 also durch %) = const. gegeben.
H2 p2(%,)

LosuNG: Sind p; und u, integrierende Faktoren, so gilt yy # 0, y, # 0 und

Dy(u1f) = Dy(18) (6)
Dy(tof) = Dy (428)- (7)

Multipliziert man Gleichung (g) mit o und zieht das u;-fache von () ab, erhalt man
oDy (ur ) = 11 Do(pa f) = D1 (118) — 11 D1 (128)

bzw. unter Anwendung der Produktregel

f (u2Dapy = w1 Dopin) = (1 Dy g — i1 Dy p) ®)

g

:TA =B

Man bemerke, dass wegen Bedingung (5) entweder A # 0 oder B # 0. Denn wire A = B = 0,
hatte man

Doty = Doy
poDipiq = Dy,
also

Dypy = &Dlﬂzz und  Dppy = ﬂDz#z-
Ho o

Dann wiirde aber

B B

det (Dl.ul Dzm) _ get[mPi#H2 HP2#2) _
Dy Doy, Diu, Doy

gelten, da die Zeilen (%Dl U, %Dz o) und (D; iy, D, ) linear abhéngig sind, im Widerspruch

zu Bedingung (B).

Aus Gleichung () folgt dann, dass A # 0 und B # 0 (zumindest wenn man f # 0, ¢ # 0
annimmt).

Definiere nun y = y(x) durch £ 1Y) — copst.. Dann gilt fir alle x

pha (,y(x))
_ A (pboyt)) 1 ,
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DaBiOfolgt§+y’:0,alsof+gy’=O.



