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Lösungsvorsläge

1. Zusatzaufgabe: Holomorphe Funktionen und Exaktheit

Sei 𝑓 ∶ ℂ → ℂ holomorph, 𝑓(𝑥 + i𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + i𝑣(𝑥, 𝑦) mit 𝑢(𝑥, 𝑦) = Re𝑓(𝑥 + i𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦) =
Im𝑓(𝑥 + i𝑦). Welcher Gestalt muss 𝑓 sein, damit die Differentialgleichung

𝑢(𝑥, 𝑦) d𝑥 + 𝑣(𝑥, 𝑦) d𝑦 = 0

in ℝ exakt ist?

L: Ist 𝑓 = 𝑢+i𝑣 inℂ holomorph, so gelten die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen
im ℝ,

𝐷𝑢 = 𝐷𝑣 (1)
𝐷𝑢 = −𝐷𝑣. (2)

Die DGL 𝑢d𝑥 + 𝑣d𝑦 = 0 ist in ℝ exakt, falls

𝐷𝑢 = 𝐷𝑣 (3)

gilt.
Aus Gleichungen (3) und (2) erhält man 𝐷𝑢 = −𝐷𝑢, also 𝐷𝑢 = 0. Die Funktion 𝑢 kann
daher nur von 𝑥 abhängen, 𝑢 = 𝑢(𝑥). Gleichung (3) liefert dann 𝐷𝑣 = 0, 𝑣 kann also nur von
𝑦 abhängen, 𝑣 = 𝑣(𝑦). Aus (1) folgt

𝑢′(𝑥) = 𝑣′(𝑦) = 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ, ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ.

Damit ist

𝑢(𝑥) = 𝑐𝑥 + 𝑑
𝑣(𝑦) = 𝑐𝑦 + 𝑑

𝑐, 𝑑, 𝑑 ∈ ℝ,

und es gilt

𝑓(𝑥 + i𝑦) = 𝑐(𝑥 + i𝑦) + 𝑑 + i𝑑

bzw.

𝑓(𝑧) = 𝑐𝑧 + 𝑑, 𝑐 ∈ ℝ, 𝑑 ∈ ℂ.

http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm3etec2013w/


2. Zusatzaufgabe: Integrierende Faktoren

Seien 𝜇 und 𝜇 integrierende Faktoren ür die Differentialgleichung

𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑥 + 𝑔(𝑥, 𝑦) d𝑦 = 0 (4)

mit der Eigenscha

det 
𝐷𝜇 𝐷𝜇
𝐷𝜇 𝐷𝜇

 (𝑥, 𝑦) ≠ 0, (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ. (5)

Dann sind die Lösungen der Differentialgleichung (4) implizit durch Höhenlinien der Funktion
𝜇
𝜇 , also durch 𝜇(𝑥,𝑦)

𝜇(𝑥,𝑦)
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. gegeben.

L: Sind 𝜇 und 𝜇 integrierende Faktoren, so gilt 𝜇 ≠ 0, 𝜇 ≠ 0 und

𝐷(𝜇𝑓) = 𝐷(𝜇𝑔) (6)
𝐷(𝜇𝑓) = 𝐷(𝜇𝑔). (7)

Multipliziert man Gleichung (6) mit 𝜇 und zieht das 𝜇-fache von (7) ab, erhält man

𝜇𝐷(𝜇𝑓) − 𝜇𝐷(𝜇𝑓) = 𝜇𝐷(𝜇𝑔) − 𝜇𝐷(𝜇𝑔)

bzw. unter Anwendung der Produktregel

𝑓 (𝜇𝐷𝜇 − 𝜇𝐷𝜇
=∶𝐴

) = 𝑔(𝜇𝐷𝜇 − 𝜇𝐷𝜇
=∶𝐵

) (8)

Man bemerke, dass wegen Bedingung (5) entweder 𝐴 ≠ 0 oder 𝐵 ≠ 0. Denn wäre 𝐴 = 𝐵 = 0,
häe man

𝜇𝐷𝜇 = 𝜇𝐷𝜇

𝜇𝐷𝜇 = 𝜇𝐷𝜇

also

𝐷𝜇 =
𝜇

𝜇
𝐷𝜇, und 𝐷𝜇 =

𝜇

𝜇
𝐷𝜇.

Dann würde aber

det 
𝐷𝜇 𝐷𝜇
𝐷𝜇 𝐷𝜇

 = det 
𝜇
𝜇𝐷𝜇

𝜇
𝜇𝐷𝜇

𝐷𝜇 𝐷𝜇
 = 0

gelten, da die Zeilen (𝜇𝜇𝐷𝜇, 𝜇𝜇𝐷𝜇) und (𝐷𝜇, 𝐷𝜇) linear abhängig sind, imWiderspruch
zu Bedingung (5).
Aus Gleichung (8) folgt dann, dass 𝐴 ≠ 0 und 𝐵 ≠ 0 (zumindest wenn man 𝑓 ≠ 0, 𝑔 ≠ 0
annimmt).
Definiere nun 𝑦 = 𝑦(𝑥) durch 𝜇(𝑥,𝑦(𝑥))

𝜇(𝑥,𝑦(𝑥))
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.. Dann gilt ür alle 𝑥

0 = d
d𝑥 

𝜇(𝑥, 𝑦(𝑥))
𝜇(𝑥, 𝑦(𝑥))

 =
1

𝜇
(𝑥, 𝑦(𝑥))

𝐴(𝑥, 𝑦(𝑥)) + 𝑦′(𝑥)𝐵(𝑥, 𝑦(𝑥))

= 𝐵(𝑥, 𝑦(𝑥))
𝜇
(𝑥, 𝑦(𝑥))


𝐴(𝑥, 𝑦(𝑥))
𝐵(𝑥, 𝑦(𝑥)) + 𝑦′(𝑥) =

𝐵(𝑥, 𝑦(𝑥))
𝜇
(𝑥, 𝑦(𝑥))


𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥))
𝑔(𝑥, 𝑦(𝑥)) + 𝑦′(𝑥) .

Da 𝐵 ≠ 0 folgt 𝑓
𝑔 + 𝑦′ = 0, also 𝑓 + 𝑔𝑦′ = 0.


