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Übungsaufgaben

1. Lösungsfundamentalsysteme linearer Differentialgleiugen

Bestimmen Sie eine Basis des Lösungsraumes der homogenen linearen Differentialgleichun-
gen

(a) 𝑦(􏷣) + 𝑦‴ − 𝑦″ + 𝑦′ − 2𝑦 = 0
(b) 𝑦‴ + 3𝑦″ + 3𝑦′ + 𝑦 = 0

2. Der gedämpe harmonise Oszillator

Die Auslenkung 𝑥(𝑡) eines gedämpen harmonischen Oszillators wird beschrieben durch die
Differentialgleichung

𝑥̈ + 2𝛾𝑥̇ + 𝜔􏷡
􏷟𝑥 = 0, 𝜔􏷟, 𝛾 > 0. (1)

Geben Sie alle Lösungen von (1) an. Unterscheiden Sie dabei die Fälle 𝛾 < 𝜔􏷟, 𝛾 = 𝜔􏷟, 𝛾 > 𝜔􏷟.

3. Laplace-Transformation

Gegeben sei das Anfangswertproblem ür die Funktion 𝑦 ∶ [0,∞) → ℝ
𝑦̈(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 𝑓 cos(𝜔𝑡), 𝑓 ∈ ℝ, 𝑦(0) = 𝑦􏷟, 𝑦̇(0) = 𝑣􏷟. (2)

Es bezeichne 𝑌 = ℒ (𝑦) die Laplace-Transformierte von 𝑦, also

𝑌(𝑧) = 􏾙
∞

􏷟
𝑒−𝑧𝑡𝑦(𝑡)d𝑡.

(a) Welcher Gleichung muss 𝑌 genügen, damit es sich um die Laplace-Transformierte einer
Lösung des Anfangswertproblems (2) handelt.

(b) Lösen Sie die Gleichung ür 𝑌 im Fall 𝑓 = 0.
(c) Bestimmen Sie die Lösung 𝑦 der Differentialgleichung (2) mit 𝑦􏷟 = 𝑣􏷟 = 0.

H: Berechnen Sie die Laplace-Transformationen von cos(𝜔𝑡) und sin(𝜔𝑡).

4. Zusatzaufgabe: Ableitung der Determinante

Sei 𝐴(𝑥) = (𝑎𝑗𝑘(𝑥))𝑗,𝑘=􏷠,…,𝑛 ür jedes 𝑥 ∈ ℝ eine (𝑛, 𝑛)-Matrix aus auf ℝ differenzierbaren Ele-
menten 𝑎𝑗𝑘. Berechnen Sie die Ableitung der Funktion

𝑓(𝑥) = det𝐴(𝑥).

5. Zusatzaufgabe: Lineare Unabhängigkeit

Seien𝜆􏷠, … , 𝜆𝑛 ∈ ℂ paarweise verschiedene komplexe Zahlen. Zeigen Sie, dass die Funktionen
𝑢𝑗 ∶ ℝ → ℂ,

𝑢𝑗(𝑥) ∶= 𝑒𝜆𝑗𝑥, 𝑗 = 1, … , 𝑛
linear unabhängig sind.
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