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Lösungsvorsläge

1. Lösungsfundamentalsysteme linearer Differentialgleiugen

Bestimmen Sie eine Basis des Lösungsraumes der homogenen linearen Differentialgleichun-
gen

(a) 𝑦(􏷣) + 𝑦‴ − 𝑦″ + 𝑦′ − 2𝑦 = 0
(b) 𝑦‴ + 3𝑦″ + 3𝑦′ + 𝑦 = 0

L:

(a) Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung ist

𝑝(𝜆) = 𝜆􏷣 + 𝜆􏷢 − 𝜆􏷡 + 𝜆 − 2 = (𝜆 − 1)(𝜆􏷢 + 2𝜆􏷡 + 𝜆 + 2)
= (𝜆 − 1)(𝜆 + 2)(𝜆􏷡 + 1) = (𝜆 − 1)(𝜆 + 2)(𝜆 + i)(𝜆 − i)

mit den jeweils einfachen Nullstellen −2, 1, ±i (da es sich um ein reelles Polynom handelt,
treten komplexe Nullstellen immer zusammen mit dem komplex Konjugierten au). Eine
(komplexe) Basis des Lösungsraums der homogenen Differentialgleichung ist daher

{𝑒−􏷡𝑡, 𝑒𝑡, 𝑒􏸈𝑡, 𝑒−􏸈𝑡},

eine reelle Lösungsbasis ist gegeben durch

{𝑒−􏷡𝑡, 𝑒𝑡, cos 𝑡, sin 𝑡}.

(b) Das charakteristische Polynom ist hier

𝑝(𝜆) = 𝜆􏷢 + 3𝜆􏷡 + 3𝜆 + 1 = (𝜆 + 1)􏷢

mit der dreifachen Nullstelle −1. Eine Basis des Lösungsraums ist

{𝑒−𝑡, 𝑡𝑒−𝑡, 𝑡􏷡𝑒−𝑡}.

http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm3etec2013w/


2. Der gedämpe harmonise Oszillator

Die Auslenkung 𝑥(𝑡) eines gedämpen harmonischen Oszillators wird beschrieben durch die
Differentialgleichung

𝑥̈ + 2𝛾𝑥̇ + 𝜔􏷡
􏷟𝑥 = 0, 𝜔􏷟, 𝛾 > 0. (1)

Geben Sie alle Lösungen von (1) an. Unterscheiden Sie dabei die Fälle 𝛾 < 𝜔􏷟, 𝛾 = 𝜔􏷟, 𝛾 > 𝜔􏷟.

L: Das charakteristische Polynom der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
ist das quadratische Polynom

𝑝𝛾,𝜔􏷩(𝜆) = 𝜆􏷡 + 2𝛾𝜆 + 𝜔
􏷡
􏷟

mit Diskriminante 𝑑 = 4(𝛾􏷡 − 𝜔􏷡
􏷟).

Fall 1: 𝛾 < 𝜔􏷟 (schwache Dämpfung).
In diesem Fall ist 𝑑 < 0, die Nullstellen von 𝑝𝛾,𝜔􏷩 also gegeben durch

𝜆􏷠,􏷡 = −𝛾 ± i􏽯𝜔
􏷡
􏷟 − 𝛾􏷡

Der Lösungsraum ist damit

ℒ􏷟 = span 􏿺𝑒𝜆􏷪𝑡, 𝑒𝜆􏷫𝑡􏿽 = span􏿼𝑒−𝛾𝑡𝑒
􏸈𝑡􏽯𝜔

􏷫
􏷩−𝛾􏷫 , 𝑒−𝛾𝑡𝑒−􏸈𝑡􏽯𝜔

􏷫
􏷩−𝛾􏷫􏿿

= span􏿼𝑒−𝛾𝑡 sin 􏿶𝑡􏽯𝜔
􏷡
􏷟 − 𝛾􏷡􏿹 , 𝑒−𝛾𝑡 cos 􏿶𝑡􏽯𝜔

􏷡
􏷟 − 𝛾􏷡􏿹􏿿 ,

die Basisfunktionen sind gedämpe harmonische Schwingungen mit der Frequenz 􏽮𝜔􏷡
􏷟 − 𝛾􏷡.

Fall 2: 𝛾 = 𝜔􏷟 (kritische Dämpfung).
Hier gibt es die doppelte Nullstelle 𝜆 = −𝛾. Der Lösungsraum wird aufgespannt durch 𝑒𝜆𝑡 und
die dazu linear unabhängige Funktion 𝑡𝑒𝜆𝑡. Man hat also

ℒ􏷟 = span 􏿺𝑒−𝛾𝑡, 𝑡𝑒−𝛾𝑡􏿽 .

Fall 3: 𝛾 > 𝜔􏷟 (starke Dämpfung/Überdämpfung). Im Fall starker Dämpfung gibt es zwei von-
einander verschiedene reelle einfache Nullstellen

𝜆􏷠,􏷡 = −𝛾 ±􏽯𝛾
􏷡 − 𝜔􏷡

􏷟

des charakteristischen Polynoms. Ein Lösungsfundamentalsystem ist

􏿼𝑒
−􏿵𝛾+􏽯𝛾

􏷫−𝜔􏷫􏷩􏿸𝑡, 𝑒−􏿵𝛾−􏽯𝛾
􏷫−𝜔􏷫􏷩􏿸𝑡􏿿 . (2)

Die verschiedenen Fälle sind in Abbildung 1 dargestellt.
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Abbildung 1: Die Fundamentallösungen der gedämpen homogenen Schwingungsgleichung in den
verschiedenen Dämpfungsregimes.



3. Laplace-Transformation

Gegeben sei das Anfangswertproblem ür die Funktion 𝑦 ∶ [0,∞) → ℝ

𝑦̈(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 𝑓 cos(𝜔𝑡), 𝑓 ∈ ℝ, 𝑦(0) = 𝑦􏷟, 𝑦̇(0) = 𝑣􏷟. (3)

Es bezeichne 𝑌 = ℒ (𝑦) die Laplace-Transformierte von 𝑦, also

𝑌(𝑧) = 􏾙
∞

􏷟
𝑒−𝑧𝑡𝑦(𝑡)d𝑡.

(a) Welcher Gleichung muss 𝑌 genügen, damit es sich um die Laplace-Transformierte einer
Lösung des Anfangswertproblems (3) handelt.

(b) Lösen Sie die Gleichung ür 𝑌 im Fall 𝑓 = 0.
(c) Bestimmen Sie die Lösung 𝑦 der Differentialgleichung (3) mit 𝑦􏷟 = 𝑣􏷟 = 0.

H: Berechnen Sie die Laplace-Transformationen von cos(𝜔𝑡) und sin(𝜔𝑡).

L:

(a) Man berechne zunächst die relevanten Laplace-Transformationen:

ℒ(𝑦)(𝑧) = 􏾙
∞

􏷟
𝑒−𝑧𝑡𝑦(𝑡)d𝑡 = 𝑌(𝑧)

ℒ (𝑦̇)(𝑧) = 􏾙
∞

􏷟
𝑒−𝑧𝑡𝑦̇(𝑡) d𝑡 = −𝑦(0) +􏾙

∞

􏷟
𝑧𝑒−𝑧𝑡𝑦(𝑡)d𝑡 = −𝑦􏷟 + 𝑧𝑌(𝑧)

ℒ (𝑦̈)(𝑧) = 􏾙
∞

􏷟
𝑒−𝑧𝑡𝑦̈(𝑡) d𝑡 = −𝑦̇(0) + 𝑧 􏿴ℒ (𝑦̇)(𝑧)􏿷 = −𝑣􏷟 − 𝑧𝑦􏷟 + 𝑧􏷡𝑌(𝑧)

ℒ (cos(𝜔𝑡))(𝑧) = 􏾙
∞

􏷟
𝑒−𝑧𝑡 cos(𝜔𝑡) d𝑡 = 􏾙

∞

􏷟
𝑒−𝑧𝑡 􏷠􏷡 􏿴𝑒

􏸈𝜔𝑡 + 𝑒−􏸈𝜔𝑡􏿷 d𝑡

= 1
2 􏿶

1
𝑧 − i𝜔 + 1

𝑧 + i𝜔 􏿹 =
𝑧

𝑧􏷡 + 𝜔􏷡

ℒ(sin(𝜔𝑡))(𝑧) = 􏾙
∞

􏷟
𝑒−𝑧𝑡 sin(𝜔𝑡) d𝑡 = 􏾙

∞

􏷟
𝑒−𝑧𝑡 􏷠􏷡􏸈 􏿴𝑒

􏸈𝜔𝑡 − 𝑒−􏸈𝜔𝑡􏿷 d𝑡

= 1
2i 􏿶

1
𝑧 − i𝜔 − 1

𝑧 + i𝜔 􏿹 =
𝜔

𝑧􏷡 + 𝜔􏷡

Somit lautet die Laplace-transformierte Gleichung

(𝑧􏷡 + 1)𝑌(𝑧) = 𝑓𝑧
𝑧􏷡 + 𝜔􏷡 + 𝑣􏷟 + 𝑧𝑦􏷟

und man erhält

𝑌(𝑧) = 𝑓𝑧
(𝑧􏷡 + 1)(𝑧􏷡 + 𝜔􏷡) +

𝑣􏷟
𝑧􏷡 + 1 + 𝑦􏷟

𝑧
𝑧􏷡 + 1

(b) Für 𝑓 = 0 lautet die Laplace-Transformierte der Lösung

𝑌(𝑧) = 𝑣􏷟
𝑧􏷡 + 1 + 𝑦􏷟

𝑧
𝑧􏷡 + 1.

Die Rücktransformierte ist offenbar

𝑦(𝑡) = 𝑣􏷟 sin 𝑡 + 𝑦􏷟 cos 𝑡 = 􏽯𝑦
􏷡
􏷟 + 𝑣􏷡􏷟 cos 􏿴𝑡 − 𝜙􏿷

mit der Phase 𝜙 = arg(𝑦􏷟 − i𝑣􏷟).



(c) Ist 𝑓 ≠ 0 und 𝑦􏷟 = 𝑣􏷟 = 0, so ergibt Partialbruchzerlegung ür 𝜔 ≠ 1

𝑌𝜔≠􏷠(𝑧) =
𝑓𝑧

(𝑧􏷡 + 1)(𝑧􏷡 + 𝜔􏷡) =
𝐴𝑧 + 𝐵
𝑧􏷡 + 1 + 𝐶𝑧 + 𝐷

𝑧􏷡 + 𝜔􏷡

= (𝐴𝑧 + 𝐵)(𝑧􏷡 + 𝜔􏷡) + (𝐶𝑧 + 𝐷)(𝑧􏷡 + 1)
(𝑧􏷡 + 1)(𝑧􏷡 + 𝜔􏷡)

= (𝐴 + 𝐶)𝑧􏷢 + (𝐵 + 𝐷)𝑧􏷡 + (𝐴𝜔􏷡 + 𝐶)𝑧 + (𝐵𝜔􏷡 + 𝐷)
(𝑧􏷡 + 1)(𝑧􏷡 + 𝜔􏷡) ,

also 𝐶 = −𝐴, 𝐷 = −𝐵, 𝐴= 𝑓
𝜔􏷫−􏷠 , 𝐵 = 0.

Damit hat man

𝑌𝜔≠􏷠(𝑧) =
𝑓

𝜔􏷡 − 1
􏿵 𝑧
𝑧􏷡 + 1 −

𝑧
𝑧􏷡 + 𝜔􏷡 􏿸

mit Rücktransformation (siehe Liste in (a))

𝑦𝜔≠􏷠(𝑡) =
𝑓

𝜔􏷡 − 1
(cos 𝑡 − cos𝜔𝑡) = 2𝑓

𝜔􏷡 − 1 sin 𝜔̄𝑡 sinΔ𝜔𝑡.

Dies ist die Superposition zweier gegenphasiger harmonischer Schwingungen mit glei-
cher Amplitude und Frequenzen 𝜔 (Anregungsfrequenz) und 1 (Eigenfrequenz des Os-
zillatorsystems), und kann als Schwebung geschrieben werden mit 𝜔̄ = 􏷠

􏷡 (𝜔 + 1), Δ𝜔 =
􏷠
􏷡 (𝜔 − 1).
Für 𝜔 = 1 ist 𝑌𝜔=􏷠(𝑧) = 𝑓𝑧

(𝑧􏷫+􏷠)􏷫 , und die inverse Laplace-Transformation muss direkt über
die Formel ür die Rücktransformierte berechnet werden,

𝑦𝜔=􏷠(𝑡) =
1
2𝜋i 􏾙

𝑐+􏸈∞

𝑐−􏸈∞
𝑒𝑧𝑡𝑌𝜔=􏷠(𝑧)d𝑧 = lim

𝑅→∞

1
2𝜋i 􏾙

𝑐+􏸈𝑅

𝑐−􏸈𝑅
𝑒𝑧𝑡𝑌𝜔=􏷠(𝑧)d𝑧,

wobei der Integrationsweg in der komplexen Ebene entlang der parallelen Re𝑧 = 𝑐 zur
imaginären Achse so gewählt ist, dass 𝑐 > 0 größer als der Realteil sämtlicher Polstellen
von 𝑌𝜔=􏷠 ist.
𝑌𝜔=􏷠 = 𝑓𝑧

(𝑧􏷫+􏷠)􏷫 =
𝑓𝑧

(𝑧+􏸈)􏷫(𝑧−􏸈)􏷫 besitzt die beiden Polstellen zweiter Ordnung ±i. Schließt man
den Integrationsweg durch Hinzuügen eines Halbkreises mit Radius 𝑅 links von (𝑐 −
i𝑅, 𝑐 + i𝑅) (Abbildung 2), trägt dieser Hilfsweg im Limes 𝑅 → ∞ nichts zum Wert des
Integrals bei (siehe HMII), und nach dem Residuensatz gilt dann

1
2𝜋i 􏾙

𝑐+􏸈∞

𝑐−􏸈∞
𝑒𝑧𝑡𝑌𝜔=􏷠(𝑧)d𝑧 = Res􏸈 (𝑒𝑧𝑡𝑌𝜔=􏷠(𝑧)) + Res−􏸈 (𝑒𝑧𝑡𝑌𝜔=􏷠(𝑧)) .

Da es sich jeweils um Pole zweiter Ordnung handelt, erhält man

Res±􏸈 (𝑒𝑧𝑡𝑌𝜔=􏷠(𝑧)) = lim
𝑧→±􏸈

d
d𝑧
􏿴𝑒𝑧𝑡𝑌𝜔=􏷠(𝑧)(𝑧 ∓ i)􏷡􏿷 = 𝑓

∓i𝑡
4 𝑒

±􏸈𝑡

und damit

𝑦𝜔=􏷠(𝑡) = 𝑓 􏿶
i𝑡
4 𝑒

−􏸈𝑡 + −i𝑡4 𝑒
􏸈𝑡􏿹 = 𝑓

𝑡
2
1
2i
􏿴𝑒􏸈𝑡 − 𝑒−􏸈𝑡􏿷 = 𝑓 𝑡2 sin 𝑡.

Die Lösung der Differentialgleichung ist also im Gegensatz zu 𝜔 ≠ 1 unbeschränkt ür
𝑡 → ∞ (Resonanzkatastrophe).
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Abbildung 2: Der Integrationsweg bei der Berechnung der inversen Laplace-Transformation.



4. Zusatzaufgabe: Ableitung der Determinante

Sei 𝐴(𝑥) = (𝑎𝑗𝑘(𝑥))𝑗,𝑘=􏷠,…,𝑛 ür jedes 𝑥 ∈ ℝ eine (𝑛, 𝑛)-Matrix aus auf ℝ differenzierbaren Ele-
menten 𝑎𝑗𝑘. Berechnen Sie die Ableitung der Funktion

𝑓(𝑥) = det𝐴(𝑥).

L:
Schreibe 𝐴(𝑥) = 􏿴𝑎⃗􏷠(𝑥), 𝑎⃗􏷡(𝑥), … , 𝑎⃗𝑛(𝑥)􏿷 mit Spaltenvektoren 𝑎⃗𝑘(𝑥), 𝑘 = 1,… , 𝑛. Man erinnere
sich, dass die Determinante eine multilineare Funktion in den Spalten einer Matrix ist. Es ist
𝑓(𝑥) = det𝐴(𝑥) = det 􏿴𝑎⃗􏷠(𝑥), 𝑎⃗􏷡(𝑥), … , 𝑎⃗𝑛(𝑥)􏿷 und damit

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→􏷟

1
ℎ
􏿮𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)􏿱

= lim
ℎ→􏷟

1
ℎ
􏿮det 􏿴𝑎⃗􏷠(𝑥 + ℎ), 𝑎⃗􏷡(𝑥 + ℎ), … , 𝑎⃗𝑛(𝑥 + ℎ)􏿷 − det 􏿴𝑎⃗􏷠(𝑥), 𝑎⃗􏷡(𝑥), … , 𝑎⃗𝑛(𝑥)􏿷􏿱

= lim
ℎ→􏷟

1
ℎ
􏿮det 􏿴𝑎⃗􏷠(𝑥 + ℎ) − 𝑎⃗􏷠(𝑥), 𝑎⃗􏷡(𝑥 + ℎ), 𝑎⃗􏷢(𝑥 + ℎ), … , 𝑎⃗𝑛(𝑥 + ℎ)􏿷

+ det 􏿴𝑎⃗􏷠(𝑥), 𝑎⃗􏷡(𝑥 + ℎ) − 𝑎⃗􏷡(𝑥), 𝑎⃗􏷢(𝑥 + ℎ), … , 𝑎⃗𝑛(𝑥 + ℎ)􏿷

+ det 􏿴𝑎⃗􏷠(𝑥), 𝑎⃗􏷡(𝑥), 𝑎⃗􏷢(𝑥 + ℎ) − 𝑎⃗􏷢(𝑥), 𝑎⃗􏷣(𝑥 + ℎ)… , 𝑎⃗𝑛(𝑥 + ℎ)􏿷

+⋯ + det 􏿴𝑎⃗􏷠(𝑥), 𝑎⃗􏷡(𝑥), … , 𝑎⃗𝑘−􏷠(𝑥), 𝑎⃗𝑘(𝑥 + ℎ) − 𝑎⃗𝑘(𝑥), 𝑎⃗𝑘+􏷠(𝑥 + ℎ), … , 𝑎⃗𝑛(𝑥 + ℎ)􏿷

+⋯ + det 􏿴𝑎⃗􏷠(𝑥), 𝑎⃗􏷡(𝑥), … , 𝑎⃗𝑛−􏷠(𝑥), 𝑎⃗𝑛(𝑥 + ℎ) − 𝑎⃗𝑛(𝑥)􏿷􏿱

= det 􏿴𝑎⃗′􏷠(𝑥), 𝑎⃗􏷡(𝑥), … , 𝑎⃗𝑛(𝑥)􏿷 + det 􏿴𝑎⃗􏷠(𝑥), 𝑎⃗′􏷡(𝑥), … , 𝑎⃗𝑛(𝑥)􏿷 +⋯ + det 􏿴𝑎⃗􏷠(𝑥), 𝑎⃗􏷡(𝑥), … , 𝑎⃗′𝑛(𝑥)􏿷

=
𝑛
􏾜
𝑘=􏷠
det 􏿴𝑎⃗􏷠(𝑥), … , 𝑎⃗𝑘−􏷠(𝑥), 𝑎⃗′𝑘(𝑥), 𝑎⃗𝑘+􏷠(𝑥), … , 𝑎⃗𝑛(𝑥)􏿷



5. Zusatzaufgabe: Lineare Unabhängigkeit

Seien𝜆􏷠, … , 𝜆𝑛 ∈ ℂ paarweise verschiedene komplexe Zahlen. Zeigen Sie, dass die Funktionen
𝑢𝑗 ∶ ℝ → ℂ,

𝑢𝑗(𝑥) ∶= 𝑒𝜆𝑗𝑥, 𝑗 = 1, … , 𝑛

linear unabhängig sind.

L:
Sei 𝑐􏷠𝑒𝜆􏷪𝑥+𝑐􏷡𝑒𝜆􏷫𝑥+⋯+𝑐𝑛𝑒𝜆𝑛𝑥 = 0 ür 𝑥 ∈ ℝ, 𝑐􏷠, … , 𝑐𝑛 ∈ ℂ. Zu zeigen ist 𝑐􏷠 = 𝑐􏷡 = ⋯ = 𝑐𝑛 = 0.
Wir gehen induktiv vor. Für 𝑛 = 1 impliziert 𝑐􏷠𝑒𝜆􏷪𝑥 = 0 ür alle 𝑥 ∈ ℝ, dass 𝑐􏷠 = 0.
Induktionssluss 𝑛 − 1 → 𝑛: Sei 𝑐􏷠𝑒𝜆􏷪𝑥 + 𝑐􏷡𝑒𝜆􏷫𝑥 +⋯+ 𝑐𝑛𝑒𝜆𝑛𝑥 = 0, 𝑥 ∈ ℝ. Dies lässt sich auch
schreiben als

𝑐􏷠 + 𝑐􏷡𝑒(𝜆􏷫−𝜆􏷪)𝑥 +⋯+ 𝑐𝑛𝑒(𝜆𝑛−𝜆􏷪)𝑥 = 0 (•)

Differentiation nach 𝑥 liefert
𝑛
􏾜
𝑘=􏷡
𝑐𝑘(𝜆𝑘 − 𝜆􏷠)𝑒(𝜆𝑘−𝜆􏷪)𝑥 = 0.

Nach Induktionsvoraussetzung ist dann 𝑐𝑘(𝜆𝑘 − 𝜆􏷠) = 0 ür alle 𝑘 = 2,… , 𝑛. Da die 𝜆𝑘’s
paarweise verschieden sind, gilt 𝜆𝑘 ≠ 𝜆􏷠 ür 𝑘 = 2,… , 𝑛, und es folgt

𝑐􏷡 = 𝑐􏷢 = ⋯ = 𝑐𝑛 = 0.

Setzt man das in Gleichung (•) ein, erhält man 𝑐􏷠𝑒𝜆􏷪𝑥 = 0 ür alle 𝑥 ∈ ℝ, und damit 𝑐􏷠 = 0. □


