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Losungsvorschlige

1. Losungsfundamentalsysteme linearer Differentialgleichugen

Bestimmen Sie eine Basis des Losungsraumes der homogenen linearen Differentialgleichun-
gen

(a) y(4) + ym _ y” + yl _ Zy =0
(b) y"+3y"+3y'+y=0

LOSUNG:

(a) Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung ist

pA) = A4+ A3 =24+ 1 -2= (A —1)(A3+ 242+ 1 +2)
=(A=-DA+2)A2+1) = (A = (A + 2)(A +i)(A —i)

mit den jeweils einfachen Nullstellen -2, 1, +i (da es sich um ein reelles Polynom handelt,
treten komplexe Nullstellen immer zusammen mit dem komplex Konjugierten auf). Eine
(komplexe) Basis des Losungsraums der homogenen Differentialgleichung ist daher

(e ¢t it oit),
eine reelle Losungsbasis ist gegeben durch

-2t

{e7? et cost,sint).

(b) Das charakteristische Polynom ist hier
p(A) =A% +312+31+1=(A+1)
mit der dreifachen Nullstelle —1. Eine Basis des Losungsraums ist

et te™t, t2e7t).


http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm3etec2013w/

2. Der gediampfte harmonische Oszillator

Die Auslenkung x(t) eines gedampften harmonischen Oszillators wird beschrieben durch die
Differentialgleichung

¥4+2yk+wix =0, wyy>0. (1)

Geben Sie alle Losungen von (fl)) an. Unterscheiden Sie dabei die Fille y < wg, y = wp, ¥ > w,.

LOsuNG: Das charakteristische Polynom der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
ist das quadratische Polynom

Pyw,(A) = A% +2pA + w?

mit Diskriminante d = 4()? — w?).

Fall 1: y < w, (schwache Dampfung).
In diesem Fall ist d < 0, die Nullstellen von p,, ,, also gegeben durch

_ . 2 o
A ==y xiJwg -y

Der Losungsraum ist damit

£y = span {eAlt, e’\zt} = span {e‘ﬂeit\/“’%‘yzle—yte‘”\/wg‘yz}
= span {6” sin (t\/ w§ = 7/2) ,e7" cos (t\/wé - 7/2)} ,

die Basisfunktionen sind gedimpfte harmonische Schwingungen mit der Frequenz /w3 — 2.

Fall 2: v = w, (kritische Ddmpfung).
Hier gibt es die doppelte Nullstelle A = —y. Der Lésungsraum wird aufgespannt durch e’ und
die dazu linear unabhingige Funktion te!. Man hat also

£y = span {e‘”, te‘Vt] :

Fall 3: y > w, (starke Dampfung/Uberdimpfung). Im Fall starker Dampfung gibt es zwei von-
einander verschiedene reelle einfache Nullstellen

Al,Z = —7/ + \”/2 - Cl)g

des charakteristischen Polynoms. Ein Losungsfundamentalsystem ist

felrldh k), @

Die verschiedenen Fille sind in Abbildung [ dargestellt.
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Abbildung 1: Die Fundamentalldsungen der geddmpften homogenen Schwingungsgleichung in den
verschiedenen Dampfungsregimes.



3. Laplace-Transformation

Gegeben sei das Anfangswertproblem fiir die Funktion y : [0, 00) — R
J(&) +y(t) = fcos(wt), feR, y(0)=yo,H0) = v, (3)

Es bezeichne Y = Z(y) die Laplace-Transformierte von y, also

Y) = f " ety dt.

0

(a) Welcher Gleichung muss Y geniigen, damit es sich um die Laplace-Transformierte einer
Losung des Anfangswertproblems () handelt.

(b) Losen Sie die Gleichung fiir Y im Fall f = 0.
(c) Bestimmen Sie die Losung y der Differentialgleichung (B) mit y, = v, = 0.

Hinwers: Berechnen Sie die Laplace-Transformationen von cos(wt) und sin(wt).

LOsuUNG:

(a) Man berechne zunichst die relevanten Laplace-Transformationen:

3@m=ﬁﬂﬂmw=wm
ﬁﬂW@)=J:}ﬁwmdtz—M®+l£m%*wmdt:—%+zY@)
@)@ = [ e dt =30 +2(LGE) = v -0+ 2YE)

Z(cos(wt))(z) = f ~2t cos(wt) dt =f e‘Zf% (eia)t+e—ia;t) dt
0

z
E( z —iw z+1a)) T2 4 @2
Z(sin(wt))(z) = 2 sin(wt) dt = f e—zt% (eiwt _e—ia)t) dr
0 0

11 1) w
C2ilz—iw z4iw] 2+ w?

Somit lautet die Laplace-transformierte Gleichung

(22 +1)Y(2) = + Uy + 2l

z2 + w?
und man erhalt

fz L% z
(Z2+1D(z2+w?) 2z2+1 Nz

Y(z) =
(b) Fir f = 0 lautet die Laplace-Transformierte der Losung

(&)
Y(d) = S+ 1

Die Riicktransformierte ist offenbar

y(t) = vgsint + g cos t = [y + v cos (£ - )

mit der Phase ¢ = arg(y, — ivy).

2241



(c) Ist f # 0 und y, = vy = 0, so ergibt Partialbruchzerlegung fiir w # 1

Y i(2) = fz =Az+B+Cz+D
w#l (2 +1)(22+w?) 22+1 z22+w?
_ (Az+B)(Z® + w?) + (Cz+ D)(z* + 1)
- (22 + 1)(z2 + w?)
_(A+0O)2 + (B+D)z? + (Aw? + O)z + (Bw? + D)
- (22 + 1)(z2 + w?) ’

alsoC=-A,D=-B, A= f B=0.

w?-1’
Damit hat man

Youe) = — (= —)

w?-1\z22+1 22+ w?

mit Ricktransformation (siehe Liste in (a))

f (cost —coswt) =

sin @t sin Awt.
w? -1 w? -1

ywil(t) =

Dies ist die Superposition zweier gegenphasiger harmonischer Schwingungen mit glei-
cher Amplitude und Frequenzen w (Anregungsfrequenz) und 1 (Eigenfrequenz des Os-
zillatorsystems), und kann als Schwebung geschrieben werden mit @ = %(a) +1), Aw =

%(a) -1).

Firw =1ist Y,_1(z) = (ZZfTZl)Z’ und die inverse Laplace-Transformation muss direkt tiber

die Formel fur die Rucktransformierte berechnet werden,

1 +ico 1 +iR
()= — eZtY_zdz:l'm—f Y, _(z)dz,
b= 5 [ eVa@dz= fim o [ e,
wobei der Integrationsweg in der komplexen Ebene entlang der parallelen Rez = ¢ zur
imagindren Achse so gewdhlt ist, dass ¢ > 0 grof3er als der Realteil sdamtlicher Polstellen
von Y, _; ist.

Y, o= (ZZJ_: Zl)z = (ZH)J:(ZZ_i)Z besitzt die beiden Polstellen zweiter Ordnung +i. Schliefst man
den Integrationsweg durch Hinzufiigen eines Halbkreises mit Radius R links von (¢ —
iR, ¢ + iR) (Abbildung [)), triagt dieser Hilfsweg im Limes R — oo nichts zum Wert des
Integrals bei (siehe HMII), und nach dem Residuensatz gilt dann
1 C+ioco
% eZtYa)zl (Z) dz = Resi (eZtYa):l (Z)) + Res—i (€ZtYw:1 (Z)) .
c—100

Da es sich jeweils um Pole zweiter Ordnung handelt, erhélt man

d Fit
Res.; (€Y ,=1(2) = lim — (Y, @)z 7 i) = f e

und damit
it . —it . t1 . . t
ya):l(t) = f (Ze_lt + Telt) = EZ (e” - €_lt) = fE sin f.

Die Losung der Differentialgleichung ist also im Gegensatz zu @ # 1 unbeschréankt fiir
t — oo (Resonanzkatastrophe).
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Abbildung 2: Der Integrationsweg bei der Berechnung der inversen Laplace-Transformation.



4. Zusatzaufgabe: Ableitung der Determinante

,,,,,

menten a;. Berechnen Sie die Ableitung der Funktion

f(x) = det A(x).

LOsSuUNG:

Schreibe A(x) = (ﬁl (x), @y (x), ... ,ﬁn(x)) mit Spaltenvektoren @,(x), k = 1, ..., n. Man erinnere
sich, dass die Determinante eine multilineare Funktion in den Spalten einer Matrix ist. Es ist
f(x) = det A(x) = det (@, (x), @), .., ,(x)) und damit
’ 3 1
f/() =lim > [f(x + 1) - ()]
.1 = R R SN IR
= lim > |det (@, (x + 1), @y(x + h), ..., @,(x + h)) - det (@, (x), &%), .., T,(x)) ]

= lim > [det (@) (x + h) = @(x), Bo(x + ), @y(x + ), ..., @, (x + )

+ det (@, (x), @(x + ) = @y(x), B (x + h), ..., @, (x + )

+ det (@,(x), 8o (x), @y(x + h) = By(x), By(x + ) ..., B, (x + )

+ -+ det (@, (x), Bp(x), .., By (0), B + h) = G(x), Ty (X + ), ., B, (x + )
+ o+ det (@, (x), B(X), .., By (0), B, (x + 1) = T, (2) )|

= det (] (x), B(x), .., @,(x)) + det (@) (x), By(x), .., @,(x)) + - + det (@,(x), B (x), .., T,(x))

= Y det (A1), o, Bea (), B0, Bea (1), -, (1)
k=1



5. Zusatzaufgabe: Lineare Unabhingigkeit

Seien A4, ..., A, € C paarweise verschiedene komplexe Zahlen. Zeigen Sie, dass die Funktionen

uj: R — C,
w(x) =", j=1,..,n
linear unabhéngig sind.
LOsuNG:
Sei ¢;eM* + e + -+ ¢t = 0 fiirx € R, ¢q, ..., ¢, € C. Zu zeigenistc; = ¢, = - = ¢, = 0.

Wir gehen induktiv vor. Fiir n = 1 impliziert ¢;e™* = 0 fiir alle x € R, dass ¢; = 0.

Induktionsschluss 7 — 1 — n: Sei ¢;e™* + c,e’* + -+ + ¢, = 0, x € R. Dies lisst sich auch
schreiben als

1 + Cze(AZ_Al)x + -0 4+ Cne()\n_/\l)x =0 (.)

Differentiation nach x liefert
n
el Ay — Ay )ehx = 0.
k=2

Nach Induktionsvoraussetzung ist dann ¢ (A — A;) = 0 fir alle k = 2,...,n. Da die A;’s
paarweise verschieden sind, gilt A, # A, furk = 2, ..., n, und es folgt

Cp=c3=--=¢,=0.

Setzt man das in Gleichung () ein, erhilt man ¢;e™* = 0 fiir alle x € R, und damit ¢; = 0. [J



