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Losungsvorschlige

1. Integrierender Faktor, II

Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen, indem Sie einen integrierenden Faktor u der
angegebenen Form bestimmen.

(@) Gxy® —4dxy +y)y +y* —2y* =0, u(x,y) = p(x*yF), mit geeignetem «, B € R
(b) xy? +y— (xInx)y’ =0, u(x,y) = 1y* mit geeignetem a € RR.

LOSUNG:

(a) In Ubungsblatt 3 wurde bewiesen, dass die Funktion p(i(x,y)), im vorliegenden Fall
U(x,y) = x*yP, der Differentialgleichung

D,f(x,y) — D1g(x,y)
(¢, Y)D1Y(x, y) — f(x, y)Dy(x, ]/).

geniigen muss (f, ¢ aus der Differentialgleichung f dx+g¢dy = 0, hier f(x,y) = y*-2y2,
g(x,y) = 3xy® — 4xy + y).
Damit wird ({]) zu

p'(W(x, ) = p((x, y))g (1)

4P — 4y - 3y° + 4y
ax®1yP(3xy® — 4xy + y) — ByPIx*(y* - 2y?)
1
xyP(Ba — B) + x*yF2(2 — 4a) + axa1yF2

p'(xyP) = p(xyP)

= p(x*yP)

Der Ansatz ist also nur dann sinnvoll, wenn x*y#~2(28 — 4«) und ax* 'y#~2 konstant sind
oder verschwinden.

Fall 1: 26—-4a = O und a = 0. Dies ist nur fir @ = = 0 erfiillbar und somit nicht relevant.
Fall 2: ax®*1y#2 konstant (# 0) und x*yf2(28 — 4a) konstant (# 0). Diese Bedingungen
sind gleichzeitig nicht erfiillbar.

Fall 3: 28 — 4o = 0 und ax*'yf~2 konstant (# 0). Dies ist genau dann erfiillt wenn & = 1
und 8 = 2. Dann gilt ax*'y#~? = 1 und eingesetzt in die DGL fiir p erhilt man

1
’ 2\ 2
p'(xy°) = p(xy )—xy2 7

also p’(t) = p(t)—= mit der Losung (Trennung der Variablen) p(t) = 1 + t.

T+t
Ein integrierender Faktor ist damit pq(x, y) = 1 + x12.
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Fall 4: @ = 0 und x*y#~2(28 — 4a) = 2By#~? konstant (# 0). Damit muss = 2 gelten und
man hat

1
(1,2 — 2
P(y)—p(y)4_2y2

1

Va2t

bzw. p’(t) = p(t)ﬁ mit der Losung (Trennung der Variablen) p(t) =

Ein weiterer integrierender Faktor ist also gegeben durch

X, Y) = —.
H2(x,Y) o

Mit Blatt 4 Aufgabe 2 folgt dannf], dass die Lésungen der Differentialgleichung gegeben
sind durch

(X, ) )
= 1+x 4—2 :C, CGR
iy G TNES Y

Ferner ist y = 0 eine triviale Losung der DGL, welche in dieser Darstellung nicht enthal-
ten ist (sie ist beim Teilen durch 1° verloren gegangen).

(b) Hier ist f(x,¥) = xy* + y und g(x, ) = —xInx. Damit u(x,y) = 1y* ein integrierender
Faktor fiir die angegebene DGL ist, muss D,(uf) = D;(ug) gelten, also

1
Dz(ya+2 + ;yaﬂ) — Dl(_ya ln x)

1 1
¥ [(a +2)y + (@ + 1);] =

1
NNa+2)|y+ -
Y [(a ) (y x)
fir x > 0. Nimmt man an, dass y # 0 (y = 0 ist triviale Lésung der DGL), so ist diese
Gleichung fir @ = -2 erfiillbar. In diesem Fall ist also

1

(u(x/y) = x_yz

integrierender Faktor. Die DGL wird nach Multiplikation mit u zu

=0

1 1
1+ —-—=(nx)y =0.
Xy oy
Ein Potential H = H(x, y) zu dieser exakten DGL berechnet man aus
1 1
DiH(x,y) = (uf)(x,y) =1+ xy D,H(x,y) = (ug)(x,y) = B Inx.

Integration dieser Gleichungen liefert H(x,y) = x + % In x. Die Losungen der DGL sind
dann gegeben durch

1
x+§1nx=C, CelR, x>0,y#0,

sowie die triviale Losung y = 0.

'man uberpriife, dass die Voraussetzungen erfiillt sind



2. Lineare Unabhingigkeit, II

()

(b)

Sind die Funktionen f : R — C und j_f : R — C linear unabhingig, so sind auch Ref
und Imf linear unabhingig und es gilt lin{f, f} = lin{ Ref, Imf}.

Es liege die Differentialgleichung
Y +p)y +q(x)y =0, xelCRintervall, (2)
mit stetigen p, g vor. Die Funktionen y;, ¥, seien Lésungen mit der Eigenschaft
y1(ya(x) —y1(ya(x) 20, x €l

Begriinden Sie, dass y(x) = c;y1(x) + cy5(x) (cy, c; beliebige Konstanten) die allgemeine
Losung von (f) ist.

LOSUNG:

()

(b)

Sind f ,]_‘ linear unabhéangig, so folgt aus af + ﬁ]_c =0,a,€C,dassa = =0.Seinun
fira,peC

0=aRef +pImf = §(f + )+ £(f - f) = jla~ip)f + }(@ +ip)f.
Dann gilt wegen der Unabhéngigkeit von f und ]_c dass
a—-if=0
a+if=0

und damit @ = = 0, also Ref und Imf unabhiangig.

Es bleibt zu zeigen, dass lin{f, f} = lin{ Ref, Imf}. Sei dazu zunéchst ¢ € lin{f, f}, d.h.
es gibt a, f € C, sodass

g =af +Bf = a(Ref +ilmf) + f(Ref +ilmf) = a(Ref +iImf) + B(Ref —iImf)
= (a + p)Ref +i(a - p)Imf.
Das bedeutet aber, dass ¢ € lin{ Ref, Imf}.
Ist umgekehrt ¢ € lin{Ref, Imf}, so gibt es a, € C mit
g =aRef +BImf = Ja—ip)f + La+ip)f
und damit ¢ € lin{Ref, Imf}.

Da es sich um eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung handelt, ist nach Vor-
lesung der Kern des zugeordneten Differentialoperators L = D? + p(x)D + g(x), also der
Lésungsraum der homogenen DGL ein zweidimensionaler Teilraum von CR = {f : R —
C}. Sind daher die Lésungen v, iy, unabhéngig, so ist die allgemeine Lésung der DGL in

lin{y,, y,}.
Betrachte also fir ¢y, c, € C, x €1,

0 = c11(%) + caya(x). ®3)
Diffrenziert man diese Beziehung nach x, erhilt man

0 = c1yi(x) + caya(x).



Angenommen ¢; # 0, ¢, # 0, dann erhilt man aus der ersten Gleichung y; = —i—fyz, die
zweite Gleichung liefert 1, = —E—;y{. Multiplikation dieser Gleichungen fiithrt dann auf

1Yz = Y
im Widerspruch zur Annahme an y; und y,. Es kénnen also ¢; und ¢, nicht gleichzeitig
von null verschieden sein.

Sei daher 0.E. ¢, = 0. Dann gilt mit (§) 0 = c1y(x) fiir alle x € I, und damit ¢; = 0 (da
nach Voraussetzung 1, auf I nicht identisch null ist).

Zusammenfassend wurde also ¢; = ¢, = 0 gezeigt, und damit ist y; unabhéngig von ,.



