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Lösungsvorsläge

1. Lineare inhomogene DGLn mit konstanten Koeffizienten

Bestimmen Sie den Lösungsraum der folgenden Differentialgleichungen:

(a) 𝑦‴ − 3𝑦″ + 3𝑦′ − 𝑦 = 𝑥𝑒𝑥

(b) 𝑦‴ + 2𝑦″ + 𝑦′ = 𝑥 + 2𝑒−𝑥

(c) 2𝑦‴ −6𝑦″+3𝑦′+𝑦= 𝑥
 .

Machen Sie dabei zur Bestimmung einer partikulären Lösung der inhomogenen DGL einen
geschickten Ansatz, der zur Form der Inhomogenität passt.

L:

(a) Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung ist

𝑝(𝜆) = 𝜆 − 3𝜆 + 3𝜆 − 1 = (𝜆 − 1),

ein Fundamentalsystem ür die homogene Differentialgleichung ist daher

𝑒𝑥, 𝑥𝑒𝑥, 𝑥𝑒𝑥 .

Um eine partikuläre Lösung zu finden, macht man den Ansatz 𝑦𝑝(𝑥) = 𝛼𝑥ℓ𝑒𝑥 mit 𝛼 ∈ ℂ,
ℓ ∈ ℕ. Es ist

𝑦′𝑝(𝑥) = 𝛼𝑒𝑥 ℓ𝑥ℓ− + 𝑥ℓ

𝑦″𝑝 (𝑥) = 𝛼𝑒𝑥 ℓ(ℓ − 1)𝑥ℓ− + 2ℓ𝑥ℓ− + 𝑥ℓ

𝑦‴𝑝 (𝑥) = 𝛼𝑒𝑥 ℓ(ℓ − 1)(ℓ − 2)𝑥ℓ− + 3ℓ(ℓ − 1)𝑥ℓ− + 3ℓ𝑥ℓ− + 𝑥ℓ

und Einsetzen in die DGL liefert

𝑦‴𝑝 (𝑥) − 3𝑦″𝑝 (𝑥) + 3𝑦′𝑝(𝑥) − 𝑦𝑝(𝑥) = 𝛼𝑒𝑥ℓ(ℓ − 1)(ℓ − 2)𝑥ℓ− = 𝑥𝑒𝑥

Vergleich beider Seiten der Gleichung liefert ℓ = 5 und 𝛼 = 
ℓ(ℓ−)(ℓ−) =


 . Es ist also

𝑦𝑝(𝑥) = 
𝑥

𝑒𝑥 eine partikuläre Lösung der DGL, der Lösungsraum der inhomogenen
DGL damit

ℒ =ℒ + 𝑦𝑝 = lin 𝑒𝑥, 𝑥𝑒𝑥, 𝑥𝑒𝑥 + 
𝑥

𝑒𝑥.

(b) Das charakteristische Polynom der DGL ist in diesem Fall

𝑝(𝜆) = 𝜆(𝜆 + 1),
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der Lösungsraum der homogenen DGL also

ℒ = lin {1, 𝑒−𝑥, 𝑥𝑒−𝑥} .

Um eine Lösung des inhomogenen Problems zu finden, vereinfacht man zunächst die
DGL durch die Substitution 𝑢 = 𝑦′. Dann genügt 𝑢 der DGL

𝑢″(𝑥) + 2𝑢′(𝑥) + 𝑢(𝑥) = 𝑥 + 2𝑒−𝑥.

Als Ansatz ür eine partikuläre Lösung dieser DGL ür 𝑢 mache man sich das Superpo-
sitionsprinzip ür lineare DGL zunutze: sind 𝑢 und 𝑢 Lösungen einer linearen DGL, so
gilt dies auch ür 𝛼𝑢 + 𝛽𝑢 (𝛼, 𝛽 ∈ ℂ). Man setzt daher

𝑢𝑝(𝑥) = 𝛼𝑥 + 𝛽 + 𝛾𝑥ℓ𝑒−𝑥

an, und hat

𝑢′𝑝(𝑥) = 𝛼 + 𝛾𝑒−𝑥 ℓ𝑥ℓ− − 𝑥ℓ

𝑢″𝑝 (𝑥) = 𝛾𝑒−𝑥 ℓ(ℓ − 1)𝑥ℓ− − 2ℓ𝑥ℓ− + 𝑥ℓ .

Eingesetzt in die DGL muss

𝑢″𝑝 (𝑥) + 2𝑢′𝑝(𝑥) + 𝑢𝑝(𝑥) = 𝛾𝑒−𝑥ℓ(ℓ − 1)𝑥ℓ− + 𝛼𝑥 + (𝛽 + 2𝛼) = 𝑥 + 2𝑒−𝑥

gelten. Diese Gleichung ist erüllt ür

𝛼 = 1, 𝛽 = −2, ℓ = 2, 𝛾 = 
ℓ(ℓ−) = 1.

Daher ist 𝑢𝑝(𝑥) = 𝑥−2+𝑥𝑒−𝑥 Partikulärlösung der 𝑢-DGL, Integration liefert eine Lösung
der DGL ür 𝑦,

𝑦𝑝(𝑥) =
𝑥
2 − 2𝑥 − 𝑒−𝑥(2 + 2𝑥 + 𝑥).

Der Lösungsraum der inhomogenen DGL ist somit gegeben durch

ℒ = lin {1, 𝑒−𝑥, 𝑥𝑒−𝑥} + 
𝑥
2 − 2𝑥 − 𝑒−𝑥(2 + 2𝑥 + 𝑥)

= lin {1, 𝑒−𝑥, 𝑥𝑒−𝑥} + 
𝑥
2 − 2𝑥 − 𝑥𝑒−𝑥

(c) Hier ist das charakteristische Polynom

𝑝(𝜆) = 2𝜆 − 6𝜆 + 3𝜆 + 1 = (𝜆 − 1) 𝜆 − 
 (2 − √6) 𝜆 −


 (2 + √6)

Setzt man ür die partikuläre Lösung 𝑦𝑝 = 𝛼𝑥 + 𝛽 an, erhält man

𝛼𝑥 + (3𝛼 + 𝛽) = 
𝑥,

also 𝛼= 
 , 𝛽 = −


 . Der Lösungsraum der DGL ist damit

ℒ = lin 𝑒𝑥, 𝑒
𝑥
 (−√), 𝑒

𝑥
 (+√) + 

𝑥 −

 .
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2. Variation der Konstanten

Finden Sie den Lösungsraum von

𝑦‴(𝑥) − 6𝑦″(𝑥) + 11𝑦′(𝑥) − 6𝑦(𝑥) = cos 𝑥.
Verwenden Sie dabei zur Bestimmung einer partikulären Lösung der inhomogenen DGL die
Methode Variation der Konstanten.

L: Aus dem charakteristischen Polynom der Differentialgleichung

𝑝(𝜆) = 𝜆 − 6𝜆 + 11𝜆 − 6 = (𝜆 − 1)(𝜆 − 2)(𝜆 − 3)
erhält man das Fundamentalsystem der homogenen Gleichung als ℒ = lin{𝑢, 𝑢, 𝑢} mit
𝑢(𝑥) = 𝑒𝑥, 𝑢(𝑥) = 𝑒𝑥, 𝑢(𝑥) = 𝑒𝑥, welche zu einem Vektor 𝑢(𝑥) = (𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥))𝑇
zusammengefasst werden.
Die Wronski-Matrix der DGL ist gegeben durch

𝑊(𝑥) =
⎛
⎜
⎜
⎝

�⃗�(𝑥)𝑇
�⃗�′(𝑥)𝑇
�⃗�″(𝑥)𝑇

⎞
⎟
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑒𝑥 𝑒𝑥 𝑒𝑥
𝑒𝑥 2𝑒𝑥 3𝑒𝑥
𝑒𝑥 4𝑒𝑥 9𝑒𝑥

⎞
⎟
⎟
⎠

und gemäß Vorlesung lässt sich eine partikuläre Lösung 𝑦𝑝 = �⃗�⋅�⃗� durch Lösen des Gleichungs-
systems

𝑊(𝑥)�⃗�′(𝑥) =
⎛
⎜
⎜
⎝

0
0

cos 𝑥

⎞
⎟
⎟
⎠

bestimmen. Dazu berechnet man (z.B. via Gaußverfahren)

𝑊−(𝑥) =
⎛
⎜
⎜
⎝

3𝑒−𝑥 − 𝑒
−𝑥 

𝑒
−𝑥

−3𝑒−𝑥 4𝑒−𝑥 −𝑒−𝑥
𝑒−𝑥 − 𝑒

−𝑥 
𝑒
−𝑥

⎞
⎟
⎟
⎠

und erhält

�⃗�′(𝑥) = 𝑊−(𝑥)
⎛
⎜
⎜
⎝

0
0

cos 𝑥

⎞
⎟
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎜
⎝


𝑒
−𝑥 cos 𝑥

−𝑒−𝑥 cos 𝑥

𝑒
−𝑥 cos 𝑥

⎞
⎟
⎟
⎠
.

Damit ist wegen

𝑒−𝛼𝑥 cos 𝑥 d𝑥 = 
+𝛼 𝑒

−𝛼𝑥(sin 𝑥 − 𝛼 cos 𝑥)

(partielle Integration)

�⃗�(𝑥) =  �⃗�′(𝑥) d𝑥 =
⎛
⎜
⎜
⎝


𝑒
−𝑥(sin 𝑥 − cos 𝑥)

− 𝑒
−𝑥(sin 𝑥 − 2 cos 𝑥)


𝑒

−𝑥(sin 𝑥 − 3 cos 𝑥)

⎞
⎟
⎟
⎠

und man erhält als partikuläre Lösung

𝑦𝑝(𝑥) = �⃗�(𝑥) ⋅ �⃗�(𝑥) = 
 (sin 𝑥 − cos 𝑥) −


 (sin 𝑥 − 2 cos 𝑥) +


 (sin 𝑥 − 3 cos 𝑥)

= 
 sin 𝑥

Die allgemeine Lösung der DGL ist also

𝑦(𝑥) = 𝑐𝑒𝑥 + 𝑐𝑒𝑥 + 𝑐𝑒𝑥 + 
 sin 𝑥
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3. Euler’se Differentialgleiung

Gegeben ist die Differentialgleichung

(2𝑥 − 1)𝑦‴(𝑥) + (2 − 4𝑥)𝑦′(𝑥) + 4𝑦(𝑥) = ln |2𝑥 − 1|. (1)

Führen Sie die Substitutionen

(a) 𝑧(𝑡) = 𝑦( 𝑒𝑡+ ), 𝑡 = ln(2𝑥 − 1), ür 2𝑥 − 1 > 0,
(b) 𝑧(𝑡) = 𝑦(−𝑒𝑡+ ), 𝑡 = ln(−(2𝑥 − 1)), ür 2𝑥 − 1 < 0

durch und geben Sie den Lösungsraum der resultierenden Differentialgleichung an. Bestim-
men Sie damit die allgemeine Lösung der DGL (1).

L:

(a) Schreibt man

(2𝑥 − 1)𝑦‴(𝑥) − 2(2𝑥 − 1)𝑦′(𝑥) + 4𝑦(𝑥) = ln |2𝑥 − 1|,
so lautet die DGL ausgedrückt in der neuen Variablen 𝑡

𝑒𝑡𝑦‴𝑒
𝑡 + 1
2

 − 2𝑒𝑡𝑦′𝑒
𝑡 + 1
2

 + 4𝑦𝑒
𝑡 + 1
2

 = ln 𝑒𝑡 = 𝑡. (2)

Nach der Keenregel ist

𝑧′(𝑡) = 𝑦′𝑒
𝑡 + 1
2

𝑒
𝑡

2

𝑧″(𝑡) = 𝑦″𝑒
𝑡 + 1
2

𝑒
𝑡

4 + 𝑦′𝑒
𝑡 + 1
2

𝑒
𝑡

2 = 𝑦
″𝑒

𝑡 + 1
2

𝑒
𝑡

4 + 𝑧′(𝑡)

𝑧‴(𝑡) = 𝑦‴𝑒
𝑡 + 1
2

𝑒
𝑡

8 + 𝑦″𝑒
𝑡 + 1
2

𝑒
𝑡

2 + 𝑒
𝑡

4
 + 𝑦′𝑒

𝑡 + 1
2

𝑒
𝑡

2

= 𝑦‴𝑒
𝑡 + 1
2

𝑒
𝑡

8 + 3𝑧″(𝑡) − 2𝑧′(𝑡)

und damit erhält man aus (2) die lineare DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten ür 𝑧(𝑡),

8𝑧‴(𝑡) − 24𝑧″(𝑡) + 12𝑧′(𝑡) + 4𝑧(𝑡) = 𝑡, bzw.
2𝑧‴(𝑡) − 6𝑧″(𝑡) + 3𝑧′(𝑡) + 𝑧(𝑡) = 𝑡

 .
Die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung ist (cf. Aufgabe 1 (c))

𝑧(𝑡) = 𝑐𝑒𝑡 + 𝑐𝑒𝜆𝑡 + 𝑐𝑒𝜆𝑡 + 
 𝑡 −


 , (3)

mit 𝜆 = −√
 und 𝜆 = +√

 .
Resubstitution liefert dann die Lösung

𝑦(𝑥) = 𝑧(ln(2𝑥−1)) = 𝑐(2𝑥−1)+ 𝑐(2𝑥−1)𝜆 +𝑐(2𝑥−1)𝜆 + 
 ln(2𝑥−1)−




der Euler’schen DGL (1) ür 2𝑥 − 1 > 0, also 𝑥 > 
 .

(b) Im Fall 2𝑥 − 1 < 0 liefert die angegebene Substitution dieselbe DGL (3) ür 𝑧(𝑡). (Nach-
rechnen!)
Macht man hier die Substitution rückgängig, erhält man

𝑦(𝑥) = 𝑧(ln(−(2𝑥−1))) = 𝑑(1−2𝑥)+𝑑(1−2𝑥)𝜆 +𝑑(1−2𝑥)𝜆 + 
 ln(1−2𝑥)−




ür 𝑥 < 
 .
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4. Vorbereitung: Potenzreihen

Die Funktion 𝑦 sei eine Lösung des Anfangswertproblems

𝑦″(𝑥) = 2𝑥𝑦′(𝑥) + 4𝑦(𝑥), 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 1.

(a) Berechnen Sie 𝑦″(0) und 𝑦‴(0).
(b) Zeigen Sie induktiv, dass

𝑦(𝑘+)(𝑥) = 2𝑥𝑦(𝑘)(𝑥) + 2(𝑘 + 1)𝑦(𝑘−)(𝑥), 𝑘 ∈ ℕ.

(c) Bestimmen Sie die Taylorentwicklung der Funktion 𝑦 um 𝑥 = 0 und überprüfen Sie, dass
die so gefundene Funktion das Anfangswertproblem löst.

L:

(a) Es ist eingesetzt in die DGL 𝑦″(0) = 4𝑦(0) = 0. Leitet man die Differentialgleichung nach
𝑥 ab, erhält man

𝑦‴(𝑥) = 2𝑥𝑦″(𝑥) + 6𝑦′(𝑥)

und damit 𝑦‴(0) = 6𝑦′(0) = 6.
(b) Induktionsanfang: Für 𝑘 = 1 gilt die Behauptung, da 𝑦 als Lösung des Anfangswertpro-

blems insbesondere die Differentialgleichung erüllt.
Induktionsschluss 𝑘 → 𝑘+1: Ist die Behauptung ür 𝑘 ∈ ℕ gezeigt, so sind 𝑦(𝑘) und 𝑦(𝑘−)
differenzierbar, und damit auch

𝑦(𝑘+) = 2𝑥𝑦(𝑘) + 2(𝑘 + 1)𝑦(𝑘−).

Folglich ist die Funktion 𝑦 sogar (𝑘 + 2)-mal differenzierbar, und man erhält durch Ab-
leiten

𝑦(𝑘+)(𝑥) = 2𝑥𝑦(𝑘+)(𝑥) + 2𝑦(𝑘)(𝑥) + 2(𝑘 + 1)𝑦(𝑘)(𝑥) = 2𝑥𝑦(𝑘+) + 2(𝑘 + 1 + 1)𝑦(𝑘)(𝑥).

Insbesondere folgt, dass 𝑦 beliebig o differenzierbar ist.
(c) Nach Aufgabenteil (b) gilt

𝑦(𝑘+)(0) = 2(𝑘 + 1)𝑦(𝑘−)(0), 𝑘 ∈ ℕ.

Für gerade 𝑘 = 2𝑚 (𝑚 ∈ ℕ) bedeutet dies wegen 𝑦(0) = 0, dass 𝑦(𝑚) = 0 ür alle 𝑚 ∈ ℕ.
Ist 𝑘 = 2𝑚 + 1 ungerade, so gilt

𝑦(𝑚+)(0) = 2(2𝑚 + 1)𝑦(𝑚−)(0) = 2(2𝑚 + 1) ⋅ 2(2𝑚 − 1)𝑦(𝑚−)

= ⋯ = 2(2𝑚 + 1) ⋅ 2(2𝑚 − 1) ⋅ 2(2𝑚 − 3) ⋅ ⋯ ⋅ 2 ⋅ 5 ⋅ 2 ⋅ 3𝑦′(0)
= 2𝑚(2𝑚 + 1)(2𝑚 − 1)(2𝑚 − 3)⋯5 ⋅ 3.

Damit ist die Taylorentwicklung von 𝑦 um 𝑥 = 0 gegeben durch

𝑦(𝑥) =
∞

𝑘=

𝑦(𝑘)(0)
𝑘! 𝑥𝑘 =

∞

𝑚=

𝑦(𝑚+)(0)
(2𝑚 + 1)!𝑥

𝑚+ =
∞

𝑚=

2𝑚(2𝑚 + 1)(2𝑚 − 1)(2𝑚 − 3)⋯5 ⋅ 3
(2𝑚 + 1)! 𝑥𝑚+

=
∞

𝑚=

2𝑚
2𝑚(2𝑚 − 2)(2𝑚 − 4)⋯4 ⋅ 2𝑥

𝑚+ =
∞

𝑚=

2𝑚
2𝑚𝑚!𝑥

𝑚+

=
∞

𝑚=

𝑥𝑚+
𝑚! = 𝑥

∞

𝑚=

(𝑥)𝑚
𝑚! = 𝑥𝑒𝑥 .

/



Dies ist in der Tat eine Lösung des Anfangswertproblems, denn

𝑦′(𝑥) = 𝑒𝑥 + 2𝑥𝑒𝑥 = 𝑒𝑥(2𝑥 + 1)
𝑦″(𝑥) = 4𝑥𝑒𝑥 + (4𝑥 + 2𝑥)𝑒𝑥 = (4𝑥 + 6𝑥)𝑒𝑥 = 2𝑥𝑦′(𝑥) + 4𝑦(𝑥)

und 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 1.
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