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Lösungsvorsläge

V: Gegeben sei die Differentialgleichung

𝑥𝑦″(𝑥) + 𝑥𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥) = 0, 𝑥 ≠ 0

ür 𝑝(𝑥) = ∑∞
𝑘= 𝑝𝑘𝑥

𝑘, 𝑞(𝑥) = ∑∞
𝑘= 𝑞𝑘𝑥

𝑘. Man bezeichnet 𝑥 = 0 als reguläre singuläre Stelle. Differen-
tialgleichungen von diesem Typ lassen sich miels eines verallgemeinerten Potenzreihenansatzes

𝑦(𝑥, 𝜌) = 𝑥𝜌
∞

𝑘=
𝑐𝑘(𝜌)𝑥𝑘

mit noch zu bestimmenden 𝜌 und 𝑐𝑘 (𝑘 ≥ 0) finden. Setzt man diesen Ansatz in die DGL ein, so
liefert ein einfacher Koeffizientenvergleich ür den Term niedrigster Ordnung in 𝑥 die sogenannte
Indexgleichung

𝜌(𝜌 − 1) + 𝑝𝜌 + 𝑞 = 0.

Der Ansatz 𝑦(𝑥, 𝜌) kann also nur dann eine Lösung der DGL liefern, wenn 𝜌 eine Nullstelle 𝜌, der
Indexgleichung ist. Es können dabei folgende Fälle aureten:

1. Fall: 𝜌 = 𝜌 ≡ 𝜎.
In diesem Fall lässt sich eine der beiden Fundamentallösungen, 𝑦, der DGL durch Bestimmen
der Koeffizienten 𝑐𝑘(𝜎) finden (Einsetzen des Ansatzes 𝑦(𝑥, 𝜎) in die DGL und Koeffizienten-
vergleich ührt auf eine Rekursionsgleichung ür 𝑐𝑘(𝜎)).
Eine weitere, zu 𝑦 linear unabhängige Lösung erhält man dann aus

𝑦(𝑥) = 𝜕𝜌𝑦(𝑥, 𝜌)𝜌=𝜎 = 𝑦(𝑥)𝑥
𝜎 ln 𝑥 +

∞

𝑘=
𝑐′𝑘(𝜎)𝑥𝑘.

Siehe Aufgabe 2. Alternativ kann man eine zweite Lösung per Reduktion der Ordnung bestim-
men.

2. Fall: 𝜌 ≠ 𝜌.
Hier sind folgende Situationen möglich:

(i) 𝜌 ∈ ℂ ⧵ ℝ und 𝜌 = 𝜌.
In diesem Fall berechnet man 𝑦(𝑥, 𝜌) und erhält als (reelle) linear unabhängige Lösungen

𝑦(𝑥) = Re𝑦(𝑥, 𝜌)
𝑦(𝑥) = Im𝑦(𝑥, 𝜌).
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(ii) 𝜌 > 𝜌 mit 𝜌 − 𝜌 ∉ ℕ.
In diesem Fall ergeben sich direkt zwei linear unabhängige Lösungen

𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥, 𝜌)
𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥, 𝜌)

durch Lösen der jeweiligen Rekursionsgleichungen ür 𝑐𝑘(𝜌,).
(iii) 𝜌 > 𝜌 mit 𝜌 − 𝜌 ∈ ℕ.

In diesem Fall erhält man durch Lösen der Rekursionsgleichung ür 𝜌 (d.h. die größere
der beiden Nullstellen) eine Lösung 𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥, 𝜌) der DGL. Da ür 𝜌 der Koeffizi-
ent 𝑐𝜌−𝜌(𝜌) im Allgemeinen nicht berechnet werden kann (man mache sich das durch
Einsetzen in die DGL klar), muss eine zweite, linear unabhängige Lösung anderweitig
gefunden werden. Hier bietet sich Reduktion der Ordnung an. Siehe Aufgabe 1.
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1. Potenzreihenansatz, I

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem ür die Differentialgleichung

𝑥𝑦″ + (𝑥 − 3𝑥)𝑦′ + 3𝑦 = 0, 𝑥 ≠ 0.

L: Die Differentialgleichung

𝑥𝑦″ + (𝑥 − 3𝑥)𝑦′ + 3𝑦 = 𝑥𝑦″ + 𝑥 (𝑥 − 3)
=𝑝(𝑥)

𝑦′ + 3⏟
=𝑞(𝑥)

𝑦 = 0

ist eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit analytischen Koeffizi-
entenfunktionen

𝑝(𝑥) =
∞

𝑗=
𝑝𝑗𝑥𝑗, 𝑞(𝑥) =

∞

𝑗=
𝑞𝑗𝑥𝑗,

wobei

𝑝 = −3, 𝑝 = 1, 𝑝𝑗 = 0 ür 𝑗 ≥ 2 und
𝑞 = 3, 𝑞𝑗 = 0 ür 𝑗 ≥ 1.

Diese kann mit einem verallgemeinerten Potenzreihenansatz 𝑦(𝑥, 𝜌) = 𝑥𝜌∑∞
𝑘= 𝑐𝑘𝑥

𝑘 ür 𝑥 > 0
und 𝑦(𝑥, 𝜌) = (−𝑥)𝜌∑∞

𝑘= 𝑐𝑘𝑥
𝑘 ür 𝑥 < 0 gelöst werden. 𝜌 lässt sich dabei aus der Indexgleichung

𝑓(𝜌) = 𝜌(𝜌 − 1) + 𝑝𝜌 + 𝑞 = 𝜌 − 4𝜌 + 3 = (𝜌 − 3)(𝜌 − 1) = 0

mit den Lösungen 𝜌 = 3 und 𝜌 = 1 bestimmen.
Zwei Lösungen der DGL sind damit 𝑦(𝑥, 3) = 𝑥∑∞

𝑘= 𝑐𝑘(3)𝑥
𝑘 und 𝑦(𝑥, 1) = 𝑥∑∞

𝑘= 𝑐𝑘(1)𝑥
𝑘 mit

noch zu bestimmenden Koeffizienten 𝑐𝑘(𝜌,). Wegen 𝜌 −𝜌 ∈ ℕ sind diese Lösungen jedoch
nicht linear unabhängig.
Setzt man 𝑦(𝑥) = ∑∞

𝑘= 𝑐𝑘𝑥
𝑘+ = ∑∞

𝑘= 𝑐𝑘−𝑥
𝑘 in die DGL ein, erhält man

𝑥𝑦″ (𝑥) + (𝑥 − 3𝑥)𝑦′(𝑥) + 3𝑦(𝑥) =
∞

𝑘=
𝑥𝑘 [𝑘(𝑘 − 1) − 3(𝑘 − 1)] 𝑐𝑘− +

∞

𝑘=
𝑘𝑐𝑘−𝑥𝑘+

=
∞

𝑘=
(𝑘 − 1)(𝑘 − 3)𝑐𝑘−𝑥𝑘 +

∞

𝑘=
(𝑘 − 1)𝑐𝑘−𝑥𝑘 =

∞

𝑘=
𝑥𝑘(𝑘 − 1) [(𝑘 − 3)𝑐𝑘− + 𝑐𝑘−] = 0.

Die 𝑐𝑘’s erüllen also die Rekursionsgleichung (𝑘 − 3)𝑐𝑘− + 𝑐𝑘− = 0 ür 𝑘 ≥ 4, bzw.

𝑐𝑘 = −
𝑐𝑘−
𝑘 , 𝑘 ≥ 1.

Iterativ erhält man (Induktion)

𝑐𝑘 = (−1)𝑘
1
𝑘!𝑐, 𝑘 ≥ 1,

mit 𝑐 = 𝑦(0) beliebig. Wir setzen 𝑐 = 1. Dann ist

𝑦(𝑥) =
∞

𝑘=
𝑐𝑘𝑥𝑘+ = 𝑥

∞

𝑘=

(−1)𝑘
𝑘! 𝑥𝑘 = 𝑥𝑒−𝑥 ür 𝑥 > 0,
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und 𝑦(𝑥) = −𝑥𝑒−𝑥 ür 𝑥 < 0. Insgesamt hat mal also 𝑦(𝑥) = |𝑥|𝑒−|𝑥|.
Eine dazu linear unabhängige Lösung 𝑦 erhält man etwa durch Reduktion der Ordnung

𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥𝑢(𝑥)

mit noch zu bestimmendem 𝑢. Eingesetzt in die DGL hat man

0 = 𝑥𝑦″ (𝑥) + (𝑥 − 3𝑥)𝑦′ + 3𝑦
= 𝑢 (𝑥𝑦″ + (𝑥 − 3𝑥)𝑦′ + 3𝑦)

=

+𝑢′(2𝑥𝑦′ + (𝑥 − 3𝑥)𝑦) + 𝑥𝑦𝑢″

= 𝑥𝑦𝑢″ + 𝑥𝑦(3 − 𝑥)𝑢′.

𝑢 genügt also der Differentialgleichung 𝑥𝑢″ + (3 − 𝑥)𝑢′ = 0, welche nach Substitution 𝑣 = 𝑢′
in die lineare homogene DGL 1. Ordnung

𝑥𝑣′ + (3 − 𝑥)𝑣 = 0

mit der Lösung 𝑣(𝑥) = 𝑒𝑥
𝑥 (auf (0,∞) bzw. (−∞, 0)) übergeht. Damit erhält man

𝑦(𝑥) = 𝑦𝑢(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥
𝑒𝑥
𝑥 d𝑥

als zu 𝑦 unabhängige Lösung.
Die allgemeine Lösung der DGL ist daher

𝑦(𝑥) = 𝑐𝑥𝑒−𝑥 + 𝑐𝑥𝑒−𝑥
𝑒𝑥
𝑥 d𝑥, 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ

auf jedem Intervall, das 0 nicht enthält.
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2. Potenzreihenansatz, II

Finden Sie die allgemeine Lösung der Differentialgleichung

𝑥𝑦″ + 𝑦′ − 𝑦 = 0.

L: Wir betrachten nur den Fall 𝑥 > 0, 𝑥 < 0 geht analog. Nach Multiplikation mit 𝑥 geht
die DGL in die Form

𝑥𝑦″ + 𝑥𝑦′ − 𝑥𝑦 = 0

über. Mit den Bezeichnungen aus der Vorlesung (siehe auch Aufgabe 1) ist dann

𝑝 = 1, 𝑝𝑗 = 0 (𝑗 ≥ 1)
𝑞 = 0, 𝑞 = −1, 𝑞𝑗 = 0 (𝑗 ≥ 2).

Die Indexgleichung lautet in diesem Fall 𝑓(𝜌) = 𝜌 = 0 mit der doppelten Nullstelle 𝜌 = 0.
Für die erste Lösung der DGL macht man also den Ansatz 𝑦(𝑥) = ∑∞

𝑘= 𝑐𝑘𝑥
𝑘. Eingesetzt in die

DGL erhält man die Gleichung

0 = 𝑥𝑦″ + 𝑦′ − 𝑦 = 𝑥
∞

𝑘=
𝑐𝑘𝑘(𝑘 − 1)𝑥𝑘− +

∞

𝑘=
𝑐𝑘𝑘𝑥𝑘− −

∞

𝑘=
𝑐𝑘𝑥𝑘

=
∞

𝑘=
𝑘𝑐𝑘𝑥𝑘− −

∞

𝑘=
𝑐𝑘𝑥𝑘

=
∞

𝑘=
(𝑘 + 1)𝑐𝑘+ − 𝑐𝑘 𝑥𝑘

Koeffizientenvergleich liefert die Rekursionsgleichung

𝑐𝑘+ =
𝑐𝑘

(𝑘 + 1) , 𝑘 ≥ 0.

Iterativ erhält man (und zeigt dies durch Induktion)

𝑐𝑘 =
𝑐
(𝑘! ) 𝑘 ≥ 1.

Setzt man 𝑐 = 1 (das entspricht der Anfangsbedingung 𝑦(0) = 1), so hat man

𝑦(𝑥) =
∞

𝑘=

1
(𝑘! )𝑥

𝑘.

Diese Potenzreihe kann man nicht in geschlossener Form angeben¹.
Eine zu 𝑦 linear unabhängige Lösung erhält man zum Beispiel (wie in der Vorlesung disku-
tiert) durch den Ansatz

𝑦(𝑥) = 𝜕𝜌𝑦(𝑥, 𝜌)𝜌= ,

¹Es ist 𝑦(𝑥) = 𝐼(2√𝑥), wobei 𝐼 die modifizierte Bessel-Funktion erster Art bezeichnet.
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mit 𝑦(𝑥, 𝜌) = ∑∞
𝑘= 𝑐𝑘(𝜌)𝑥

𝑘+𝜌 und 𝑐𝑘(𝜌) die Rekursionsgleichung

𝑐𝑘(𝜌)(𝑘 + 𝜌) − 𝑐𝑘−(𝜌) = 0

erüllen. Dann gilt nämlich (mit der Wahl 𝑐(𝜌) = 1)

𝐿𝑦(𝑥, 𝜌) = 𝑥𝑦″(𝑥, 𝜌) + 𝑦′(𝑥, 𝜌) − 𝑦(𝑥, 𝜌)

= 𝜌𝑥𝜌− + 𝑥𝜌−
∞

𝑘=
𝑐𝑘(𝜌)(𝑘 + 𝜌) − 𝑐𝑘−(𝜌) 𝑥𝑘

= 𝜌𝑥𝜌−

und damit wegen 𝜕𝜌(𝐿𝑦(𝑥, 𝜌)) = 𝐿(𝜕𝜌𝑦(𝑥, 𝜌)), dass

𝑥(𝜕𝜌𝑦(𝑥, 𝜌))″ + (𝜕𝜌𝑦(𝑥, 𝜌))′ − (𝜕𝜌𝑦(𝑥, 𝜌)) = 𝜕𝜌𝜌𝑥𝜌− = 2𝜌𝑥𝜌− + 𝜌𝑥𝜌− ln 𝑥.

Für 𝜌 = 0 folgt damit, dass 𝑦(𝑥) der DGL 𝑥𝑦″ + 𝑦′ − 𝑦 = 0 genügt.
Es bleibt 𝑦 zu berechnen. Aus der Rekursionsformel ür 𝑐𝑘(𝜌) (mit 𝑐 = 1) erhält man

𝑐𝑘(𝜌) =
𝑐𝑘−(𝜌)
(𝑘 + 𝜌) =

𝑐𝑘−(𝜌)
(𝑘 + 𝜌)(𝑘 + 𝜌 − 1) = ⋯ = 1

(𝑘 + 𝜌)(𝑘 + 𝜌 − 1)⋯(𝜌 + 1)

= 
𝑘

𝑗=
(𝑗 + 𝜌)

−

ür 𝑘 ≥ 1.
Man sieht leicht, dass

𝑦(𝑥) = 𝜕𝜌𝑦(𝑥, 𝜌)𝜌= = 𝜕𝜌 𝑥
𝜌1 +

∞

𝑘=
𝑐𝑘(𝜌)𝑥𝑘

𝜌=

= ln 𝑥 𝑥𝜌1 +
∞

𝑘=
𝑐𝑘(𝜌)𝑥𝑘

𝜌=

+ 𝑥𝜌
∞

𝑘=
𝑐′𝑘(𝜌)𝑥𝑘

𝜌=

= 𝑦(𝑥) ln 𝑥 +
∞

𝑘=
𝑐′𝑘(0)𝑥𝑘

Die Koeffizienten 𝑐′𝑘(0) lassen sich hier am einfachsten über die Rekursionsformel berechnen.
Leitet man (𝑘 + 𝜌)𝑐𝑘(𝜌) − 𝑐𝑘−(𝜌) = 0 nach 𝜌 ab, so gilt

2(𝑘 + 𝜌)𝑐𝑘(𝜌) + (𝑘 + 𝜌)𝑐′𝑘(𝜌) − 𝑐′𝑘−(𝜌) = 0, 𝑘 ≥ 1, 𝑐 = 1.

Daraus erhält man zusammen mit der Rekursionsgleichung ür 𝑐𝑘(𝜌)

𝑐′𝑘(𝜌)
𝑐𝑘(𝜌)

= 𝑐′𝑘−(𝜌)
𝑐𝑘−(𝜌)

− 2(𝑘 + 𝜌) 𝑐𝑘(𝜌)𝑐𝑘−(𝜌)
= 𝑐′𝑘−(𝜌)
𝑐𝑘−(𝜌)

− 2
𝑘 + 𝜌, 𝑘 ≥ 1.

Für 𝜌 = 0 bedeutet das

𝑐′𝑘(0)
𝑐𝑘

= 𝑐′𝑘−(0)
𝑐𝑘−

− 2𝑘 , 𝑘 ≥ 1, 𝑐′𝑘(0) = 0,
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und damit

𝑐′𝑛(0)
𝑐𝑛

=
𝑛

𝑘=
𝑐

′
𝑘(0)
𝑐𝑘

− 𝑐
′
𝑘−(0)
𝑐𝑘−

 = −
𝑛

𝑘=

2
𝑘 , 𝑛 ≥ 1

Man erhält

𝑐′𝑛(0) = −2𝑐𝑛
𝑛

𝑘=

1
𝑘 = −

2
(𝑛! )

𝑛

𝑘=

1
𝑘 , 𝑛 ≥ 1.
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3. Hermite’se Differentialgleiung

Gegeben sei ür 𝛼 ∈ ℝ die Differentialgleichung

𝑦″ − 2𝑥𝑦′ + 2𝛼𝑦 = 0, 𝑥 ∈ (−1, 1).

Berechnen Sie zwei linear unabhängige Lösungen dieser DGL in Potenzreihen-Form und zei-
gen Sie, dass im Fall 𝛼 ∈ ℕ eine der Lösungen ein Polynom der Ordnung 𝛼 ist.

L: Der (normale) Potenzreihenansatz 𝑦(𝑥) = ∑∞
𝑘= 𝑎𝑘𝑥

𝑘 liefert eingesetzt in die DGL

0 =
∞

𝑘=
𝑎𝑘𝑥𝑘−𝑘(𝑘 − 1) + 2

∞

𝑘=
(𝛼 − 𝑘)𝑎𝑘𝑥𝑘

=
∞

𝑘=
[(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑎𝑘+ + 2(𝛼 − 𝑘)𝑎𝑘] 𝑥𝑘

die Rekursionsgleichung

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑎𝑘+ + 2(𝛼 − 𝑘)𝑎𝑘 = 0, 𝑘 ≥ 0,

bzw.

𝑎𝑘+ = −
2(𝛼 − 𝑘)

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑎𝑘, 𝑘 ≥ 0.

Zwei linear unabhängige Lösungen 𝑦, 𝑦 erhält man zum Beispiel durch (siehe Addendum)

(1) 𝑎 = 1, 𝑎 = 0 (entspricht den Anfangswerten 𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 0)
(2) 𝑎 = 0, 𝑎 = 1 (entspricht den Anfangswerten 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 1)

Berenung von 𝑦: Aus 𝑎 = 0 folgt mit der Rekursionsgleichung

𝑎𝑚+ = 0, 𝑚 ≥ 0.

Weiter zeigt man induktiv

𝑎𝑚 = −2
(𝛼 − (2𝑚 − 2))
(2𝑚 − 1)(2𝑚) 𝑎𝑚− = ⋯ =

= (−2)𝑚 (𝛼 − (2𝑚 − 2))(𝛼 − (2𝑚 − 4))⋯ (𝛼 − 2)𝛼
(2𝑚)! , 𝑚 ≥ 1

und erhält

𝑦(𝑥) =
∞

𝑚=

𝑎𝑚𝑥𝑚 = 1 +
∞

𝑚=
(−2)𝑚𝛼(𝛼 − 2)⋯ (𝛼 − 2(𝑚 − 1))

(2𝑚)! 𝑥𝑚, 𝑥 ∈ (−1, 1).

Ist 𝛼 = 2𝑁 ür ein 𝑁 ∈ ℕ, so folgt aus der Rekursionsgleichung

𝑎𝑚+ = −2
2𝑁 − 2𝑚

(2𝑚 + 1)(2𝑚 + 2)𝑎𝑚, 𝑚 ≥ 0,

dass 𝑎𝑚+ = 0, falls 𝑘 ≥ 𝑁 , beziehungsweise 𝑎𝑚 = 0 ür𝑚 ≥ 𝑁 +1. Damit ist 𝑦 ein Polynom
2𝑚-ten Grades.
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Berenung von 𝑦: Analog folgt aus 𝑎 = 0, dass alle Koeffizienten zu geraden Indizes ver-
schwinden, 𝑎𝑚 = 0 ür alle 𝑚 ∈ ℕ. Die restlichen Koeffizienten ergeben sich zu

𝑎𝑚+ = (−2)𝑚
(𝛼 − 1)(𝛼 − 3)⋯ (𝛼 − (2𝑚 − 1))

(2𝑚 + 1)! , 𝑚 ≥ 1

und damit

𝑦(𝑥) = 𝑥 +
∞

𝑚=
(−2)𝑚 (𝛼 − 1)(𝛼 − 3)⋯ (𝛼 − (2𝑚 − 1))

(2𝑚 + 1)! 𝑥𝑚+, 𝑥 ∈ (−1, 1).

Ist 𝛼 = 2𝑁 +1 ür ein 𝑛 ∈ ℕ, folgt wie oben 𝑎𝑚+ = 0 ür alle 𝑘 ≥ 𝑁 +1, sodass 𝑦 in diesem
Fall ein Polynom (2𝑁 + 1)-ten Grades ist.

Addendum. Die lineare Unabhängigkeit der beiden Lösungen 𝑦 und 𝑦 folgt aus folgender
allgemeinen Beobachtung:
Seien 𝑢(𝑥) = ∑∞

𝑘= 𝑎𝑘𝑥
𝑘 und 𝑣(𝑥) = ∑∞

𝑘= 𝑏𝑘𝑥
𝑘 zwei auf 𝐵𝑅 = {|𝑥| ≤ 𝑅} (𝑅 > 0) konvergente

Potenzreihen, und gelte

det𝑊𝑢,𝑣(0) = det 
𝑢(0) 𝑣(0)
𝑢′(0) 𝑣′(0) = det 

𝑎 𝑏
𝑎 𝑏

= 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏 ≠ 0.

Dann sind 𝑢 und 𝑣 auf 𝐵𝑅 linear unabhängig.
Seien dazu 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ und

0 = 𝛼𝑢(𝑥) + 𝛽𝑣(𝑥) =
∞

𝑘=
(𝛼𝑎𝑘 + 𝛽𝑏𝑘)𝑥𝑘

Koeffizientenvergleich liefert 𝛼𝑎𝑘 + 𝛽𝑏𝑘 = 0 ür alle 𝑘 ≥ 0. Insbesondere gilt also

𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 = 0
𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 = 0

⇔ 
𝑎 𝑏
𝑎 𝑏 

𝛼
𝛽 = 

0
0 .

Da die Matrix 𝑊𝑢,𝑣(0) nach Voraussetzung invertierbar ist, folgt 𝛼 = 𝛽 = 0, und damit 𝑢, 𝑣
linear unabhängig.

/


