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Losungsvorschlige

VORBEMERKUNG: Gegeben sei die Differentialgleichung
x?y” (x) + xp(X)y (x) + g(x)y(x) =0, x#0

fir p(x) = Z:):o pext, q(x) = E;ZO gix*. Man bezeichnet x = 0 als regulire singulire Stelle. Differen-
tialgleichungen von diesem Typ lassen sich mittels eines verallgemeinerten Potenzreihenansatzes

y(x,p) = 3 Y celp)a*

k=0

mit noch zu bestimmenden p und ¢, (k > 0) finden. Setzt man diesen Ansatz in die DGL ein, so
liefert ein einfacher Koeffizientenvergleich fiir den Term niedrigster Ordnung in x die sogenannte
Indexgleichung

plp=1)+pep+4o=0

Der Ansatz y(x, p) kann also nur dann eine Losung der DGL liefern, wenn p eine Nullstelle p, , der
Indexgleichung ist. Es konnen dabei folgende Falle auftreten:

1. Fall: p; = p, = 0.
In diesem Fall lasst sich eine der beiden Fundamentallésungen, 1;, der DGL durch Bestimmen
der Koeffizienten c;(0) finden (Einsetzen des Ansatzes y(x, o) in die DGL und Koeflizienten-
vergleich fithrt auf eine Rekursionsgleichung fiir ¢, (0)).

Eine weitere, zu v, linear unabhingige Losung erhélt man dann aus

va¥) = Iy, p)| = (a7 Inx + Eckw)x
Siehe Aufgabe 2. Alternativ kann man eine zweite Losung per Reduktion der Ordnung bestim-
men.

2. Fall: p; # p,.
Hier sind folgende Situationen moglich:

(l) pleC\]Rundpzza.

In diesem Fall berechnet man y(x, p;) und erhélt als (reelle) linear unabhangige Losungen

y1(x) = Rey(x, py)
Yo(x) = Imy(x, py).
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(i) py > pp mit p; —p, € IN.

In diesem Fall ergeben sich direkt zwei linear unabhangige Losungen

y1(0) = y(x, p1)
y2(x) = y(x, pa)
durch Losen der jeweiligen Rekursionsgleichungen fiir ¢;(py »).
(lll) pl > pz mit pl - pz € IN.
In diesem Fall erhélt man durch Lésen der Rekursionsgleichung fiir p; (d.h. die grofSere
der beiden Nullstellen) eine Losung y,(x) = y(x, p;) der DGL. Da fiir p, der Koeffizi-
ent ¢, _, (p,) im Allgemeinen nicht berechnet werden kann (man mache sich das durch

Einsetzen in die DGL klar), muss eine zweite, linear unabhiangige Losung anderweitig
gefunden werden. Hier bietet sich Reduktion der Ordnung an. Siehe Aufgabe 1.
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1. Potenzreihenansatz, I

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung

Xy +(x*=3x)y’ +3y =0, x#0.

Losuna: Die Differentialgleichung

Xy + (P =3x)y +3y =2 +x (x=3) y'+ 3 y=0

=p(x) 4

ist eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit analytischen Koeffizi-
entenfunktionen

p) = 2 pd, ) = Y g,
j=0 j=0

wobei
po=-3, pp=1 p;=0 fir j>2 und
q0:3/ q]:O fur ]21

Diese kann mit einem verallgemeinerten Potenzreihenansatz y(x, p) = x” E;ZO c,xk fiir x > 0
und y(x, p) = (=x)f E:J:O cpxt fiir x < 0 gelost werden. p lasst sich dabei aus der Indexgleichung

fp)=plp=1)+pop+do=p*~4p+3=(p=3)(p-1)=0
mit den Losungen p; = 3 und p, = 1 bestimmen.

Zwei Lésungen der DGL sind damit y(x, 3) = x° EZOZO c(3)x* und y(x,1) = x Z:;O cp(1)x* mit
noch zu bestimmenden Koeffizienten ¢;(p; ,). Wegen p; — p, € IN sind diese Losungen jedoch
nicht linear unabhangig.

Setzt man y;(x) = Y .

(0 cpxkts = EZO:?, ¢y_3x* in die DGL ein, erhélt man

x2y7 (x) + (% = 3x)y;(x) + By, (x) = i xF[k(k—1) -3k —1)] ¢z + i kcy_sxkt1
k=3 k=3

= i(k —1)(k = 3)c_3x* + i(k ~1)c_yxF = i x*(k — 1) [(k = 3)cis + 4] = 0.
k=4 k=4

k=4

Die ¢;’s erfillen also die Rekursionsgleichung (k — 3)c;_3 + ¢4 = 0 fur k > 4, bzw.

Iterativ erhilt man (Induktion)

y1(x) = Z X3 = 8 E = xde™ fiir x>0,
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und 1, (x) = —x3™™ fiir x < 0. Insgesamt hat mal also ;(x) = |x[>e™.

Eine dazu linear unabhéngige Losung 1, erhalt man etwa durch Reduktion der Ordnung
Yo(x) = y1(0u(x) = Xeu(x)
mit noch zu bestimmendem u. Eingesetzt in die DGL hat man

0 = x%y5(x) + (x* = 3x)y5 + 3y,
=u (W7 + (2 = 3x)y; + Byy) +u' (¥, + (¥ = 3x)yy) + Xy, u”

-0

= x2yu” + xy; (3 — )i’

u genugt also der Differentialgleichung xu” + (3 — x)u’ = 0, welche nach Substitution v = u’
in die lineare homogene DGL 1. Ordnung

xv'+@B-x)v=0

mit der Losung v(x) = i—z (auf (0, 00) bzw. (=00, 0)) tibergeht. Damit erhalt man

eX
Do) = yyu(x) = e [ Sy

als zu y; unabhéngige Losung.
Die allgemeine Losung der DGL ist daher
ex
Y(x) = %™ + cxle™ f = dx, c¢;,c,€R

auf jedem Intervall, das 0 nicht enthalt.
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2. Potenzreihenansatz, 11

Finden Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

xy”+y —y=0.

LosunG: Wir betrachten nur den Fall x > 0, x < 0 geht analog. Nach Multiplikation mit x geht
die DGL in die Form

Xy +xy —xy =0
iiber. Mit den Bezeichnungen aus der Vorlesung (siehe auch Aufgabe 1) ist dann

po=1 p;=0 (G=1)
q0=0, qlz_l, q]:O (]22)

Die Indexgleichung lautet in diesem Fall f(p) = p? = 0 mit der doppelten Nullstelle p = 0.

Fiir die erste Losung der DGL macht man also den Ansatz y;(x) = ZZZO c,x*. Eingesetzt in die
DGL erhélt man die Gleichung

O=xy] +y, -y, =x E cpk(k — )21 + Z cpkatt — Z cpxk
k=0 k=0 k=0

[ee]

o0
= Z k2, xk1 — Z cpxk
k=0

k=1

[0 + D2 - o]

k=0

Koeffizientenvergleich liefert die Rekursionsgleichung

Ck
Ck+1 = 2 k >

Iterativ erhalt man (und zeigt dies durch Induktion)

Co
k>1.
(k1)

Cr =

Setzt man ¢y = 1 (das entspricht der Anfangsbedingung y,(0) = 1), so hat man

o 1
vi(x) = Z i )zxk-

k=0

Diese Potenzreihe kann man nicht in geschlossener Form angebenf]

Eine zu y, linear unabhingige Lésung erhdlt man zum Beispiel (wie in der Vorlesung disku-
tiert) durch den Ansatz

vax) = Iy p)|

'Es ist y;(x) = Iy(2+/x), wobei I die modifizierte Bessel-Funktion erster Art bezeichnet.
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mit y(x, p) = X~ c(p)x*** und c(p) die Rekursionsgleichung
ci(p)k + p)* = ca(p) = 0
erfiillen. Dann gilt nimlich (mit der Wahl c,(p) = 1)
Ly(x, p) = xy"(x, p) + ¥’ (x, p) = y(x, p)
= p*xf~t 4+ xP7! g [Ck(P)(k +p)? - Ck—l(p)]xk
= p?xP! _
und damit wegen d,(Ly(x, p)) = L(d,y(x, p)), dass

xX(3,y(x, p))” + (I (x, p)) = (Ipy(x, p)) = 9,p?xP7" = 2pxP~ + p?xP~'Inx.
Fir p = 0 folgt damit, dass y,(x) der DGL xy; + 5 — i, = 0 geniigt.

Es bleibt y, zu berechnen. Aus der Rekursionsformel fiir c;(p) (mit ¢y = 1) erhélt man

c(p) = aa(p) Cr-2(p) _ 1
OO = kv p? ~ kv pletp—17 " (k+pRktp-12-—(p+ 17
k —
= (ITG+p?)"
j=1
fiur k > 1.

Man sieht leicht, dass

Yo(x) = d,y(x, p)|p:O =d, (xP(l + gck(p)xk))

p=0

+ xP Z ci(p)x*
k=1

p=0 p:O

= 1nxxp(1 + i ck(p)xk)
k=1

=y;(x)Inx + i ¢, (0)x*

k=1

Die Koeffizienten c;(0) lassen sich hier am einfachsten tiber die Rekursionsformel berechnen.

Leitet man (k + p)*cy(p) — cx_1(p) = 0 nach p ab, so gilt

20k + p)ex(p) + (k+ pYci(p) = cialp) =0, k=1, =1
Daraus erhélt man zusammen mit der Rekursionsgleichung fiir c;(p)
(p) _ () 2k
a(p)  ca(p)
Fiir p = 0 bedeutet das

alp) _aalp) 2

_ k1
c1(p)  aalp) k+p

+p)

0) _ .(0) E, k>1, c(0)=0,
Cx Cr-1 k
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und damit

(0 n (0 " (0 2
cy(0) _ (Ck( ) Ck—l(_)) =-> -, nx1
Cy o1 Ck Ck-1 ok
Man erhalt
n 1 2 n 1
c;(0) =-2¢, ¥, = = - z nzl
25" oy 2
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3. Hermite’sche Differentialgleichung
Gegeben sei fir a € R die Differentialgleichung

y' =2xy' +2ay =0, xe(-1,1).
Berechnen Sie zwei linear unabhiangige Losungen dieser DGL in Potenzreihen-Form und zei-

gen Sie, dass im Fall &« € IN; eine der Losungen ein Polynom der Ordnung « ist.

LosuNG: Der (normale) Potenzreihenansatz y(x) = Z;io axF liefert eingesetzt in die DGL

0= Y, ;x2k(k—1) +2 Y (a - k)ax*
k=2 k=0

= i [(k + 1)(k + 2)ar,, + 2(a — k)a,] x*

k=0
die Rekursionsgleichung
(k+ 1)k +2)a, +2(@—k)a, =0, k=0,

bzw.

2Tk D(k+2) T

Zwei linear unabhéngige Losungen Yy, 1/, erhélt man zum Beispiel durch (siehe Addendum)

(1) ag =1, a; = 0 (entspricht den Anfangswerten y,(0) = 1, y;(0) = 0)
(2) ag = 0,a; = 1 (entspricht den Anfangswerten 1,(0) = 0, y5(0) = 1)

Berechnung von y;: Aus a; = 0 folgt mit der Rekursionsgleichung
Aoms1 = 0, m=0.

Weiter zeigt man induktiv

B 2(0(—(2741—2)) o
(a-C2m-=-2))(a-2m—-4))-- (o -2

= (=2)" ! , m>1

und erhalt

(a-2)---(a—2(m— 1))x2m
(2m)! ’

B = Y0, =1+ N (-2"E xe(-1,1).
m=0 m=1

Ist @ = 2N fiir ein N € INj, so folgt aus der Rekursionsgleichung

,_ 2N -2m .
a = - a,,, m=0,
2m+2 Qm+1)2m +2) "

dass a,,,,, = 0, falls k > N, beziehungsweise a,,, = 0 fir m > N + 1. Damit ist ; ein Polynom
2m-ten Grades.
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Berechnung von y,: Analog folgt aus g, = 0, dass alle Koeffizienten zu geraden Indizes ver-
schwinden, a,,, = 0 fiir alle m € IN|,. Die restlichen Koeffizienten ergeben sich zu

(@-1D(@=3)---(a-2m-1))

Apir = (=2)" @m + 1) , m>1
und damit
() = x + i(_z)m (a-1)(a=3) (a—(2m~ 1))x2m+1, re (L)
m=1

Qm + 1)!

Ist @ = 2N +1 fur ein n € N, folgt wie oben a,,,,; = 0 fir alle k > N +1, sodass 1, in diesem
Fall ein Polynom (2N + 1)-ten Grades ist.

Addendum. Die lineare Unabhéngigkeit der beiden Lésungen 1, und y, folgt aus folgender
allgemeinen Beobachtung:

Seien u(x) = 3 _, 1,x* und v(x) = 2:’:0 byx* zwei auf By = {|x| < R} (R > 0) konvergente
Potenzreihen, und gelte

_ u0) v(0)) _ ag bo| _
detW, ,(0) = det (u’(O) v(0)) = det o b= agby —aby # 0.

Dann sind u# und v auf By linear unabhangig.

Seien dazu «, f € C und

0 = au(x) + fo(x) = i(aak + Bb)x*
k=0

Koeffizientenvergleich liefert aa;, + b, = O fiir alle k > 0. Insbesondere gilt also

aay + ﬁbO =0 ag bo o 0
= = .
aay + pb; =0 1 by \B 0
Da die Matrix W, ,(0) nach Voraussetzung invertierbar ist, folgt « = f = 0, und damit u, v
linear unabhéngig.
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