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Losungsvorschlige — Teil 1

1. Potenzreihenansatz, I

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung

Xy +(x*=3x)y’ +3y =0, x#0.

Losuna: Die Differentialgleichung

Ky + (P =3x)y +3y =2 +x (x=3) '+ 3 y=0

N——
=p(x)

——

=q(x)

ist eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit analytischen Koefizi-
entenfunktionen

p(x) = Y, p, qx) =Y, 4%,
j=0 j=0

wobei

po=-3, pp=1 p;=0 fir j>=2 und
q0=3, ¢;=0 fur j=>1.

Diese kann mit einem verallgemeinerten Potenzreihenansatz y(x, p) = x” E;ZO c,xk fiir x > 0
und y(x, p) = (=x)f E:J:O cpxt fiir x < 0 gelost werden. p lasst sich dabei aus der Indexgleichung

f(P)=plp-1)+pop+qo=p>-4p+3=(p-3)(p-1)=0

mit den Lésungen p; = 3 und p, = 1 bestimmen.

Zwei Lésungen der DGL sind damit y(x, 3) = x° EZO:o c(3)x* und y(x,1) = x ZIZO ¢ (1)xF mit
noch zu bestimmenden Koeffizienten c(p; ,). Wegen p; — p, € IN sind diese Losungen jedoch
nicht linear unabhangig.

Setzt man y;(x) = Y,

120 ks = 2;13 Cy_3x* in die DGL ein, erhilt man

X2y7 (%) + (¥ = )y (%) + 3y (x) = i X [k(k = 1) =3¢k = D] + i key_sx™*!
k=3 k=3

= i(k —1)(k = 3)ci_sx* + i(k ~ 1) _yxk = i x*(k — 1) [(k — 3)cp_3 + c_a] = 0.
k=4 k=4 P
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Die ¢;’s erfillen also die Rekursionsgleichung (k — 3)c;_3 + ¢;_4 = O fiir k > 4, bzw.

Iterativ erhalt man (Induktion)

mit ¢y = y;(0) beliebig. Wir setzen ¢y = 1. Dann ist

1 k
y1(x) = Z ekt =3 E C ) x3e® fur x>0,

und y;(x) = —x3¢™ fiir x < 0. Insgesamt hat mal also y;(x) = |x[>e™™.

Eine dazu linear unabhéngige Losung y, erhélt man etwa durch Reduktion der Ordnung
Y2(%) = ya(0u(x) = x*e*u(x)
mit noch zu bestimmendem u. Eingesetzt in die DGL hat man

0 = x%y5 (%) + (x* - 3x)y5 + 3y,
=u (Py] + (2 =3x)y; + 3y;) +u' 2x%Y; + (2 = 3x)yy) + X2y, u”

=0

= X2y u” + xy, (3 — ).

u genuigt also der Differentialgleichung xu” + (3 — x)u’ = 0, welche nach Substitution v = v’
in die lineare homogene DGL 1. Ordnung

x0'+B-xv=0

mit der Losung v(x) = ;—z (auf (0, 00) bzw. (-0, 0)) tibergeht. Damit erhalt man

ex
1) = i) = e [ S

als zu 1, unabhéngige Lésung.
Die allgemeine Losung der DGL ist daher
ex
Y(x) = ;%™ + e x%e™ f = dx, ¢, €R

auf jedem Intervall, das 0 nicht enthalt.
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