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Lösungsvorsläge – Teil 1

1. Potenzreihenansatz, I

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem ür die Differentialgleichung

𝑥􏷡𝑦″ + (𝑥􏷡 − 3𝑥)𝑦′ + 3𝑦 = 0, 𝑥 ≠ 0.

L: Die Differentialgleichung

𝑥􏷡𝑦″ + (𝑥􏷡 − 3𝑥)𝑦′ + 3𝑦 = 𝑥􏷡𝑦″ + 𝑥 (𝑥 − 3)􏿋􏻰􏿌􏻰􏿍
=𝑝(𝑥)

𝑦′ + 3⏟
=𝑞(𝑥)

𝑦 = 0

ist eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit analytischen Koeffizi-
entenfunktionen

𝑝(𝑥) =
∞
􏾜
𝑗=􏷟
𝑝𝑗𝑥𝑗, 𝑞(𝑥) =

∞
􏾜
𝑗=􏷟
𝑞𝑗𝑥𝑗,

wobei

𝑝􏷟 = −3, 𝑝􏷠 = 1, 𝑝𝑗 = 0 ür 𝑗 ≥ 2 und
𝑞􏷟 = 3, 𝑞𝑗 = 0 ür 𝑗 ≥ 1.

Diese kann mit einem verallgemeinerten Potenzreihenansatz 𝑦(𝑥, 𝜌) = 𝑥𝜌∑∞
𝑘=􏷟 𝑐𝑘𝑥

𝑘 ür 𝑥 > 0
und 𝑦(𝑥, 𝜌) = (−𝑥)𝜌∑∞

𝑘=􏷟 𝑐𝑘𝑥
𝑘 ür 𝑥 < 0 gelöst werden. 𝜌 lässt sich dabei aus der Indexgleichung

𝑓(𝜌) = 𝜌(𝜌 − 1) + 𝑝􏷟𝜌 + 𝑞􏷟 = 𝜌􏷡 − 4𝜌 + 3 = (𝜌 − 3)(𝜌 − 1) = 0

mit den Lösungen 𝜌􏷠 = 3 und 𝜌􏷡 = 1 bestimmen.
Zwei Lösungen der DGL sind damit 𝑦(𝑥, 3) = 𝑥􏷢∑∞

𝑘=􏷟 𝑐𝑘(3)𝑥
𝑘 und 𝑦(𝑥, 1) = 𝑥∑∞

𝑘=􏷟 𝑐𝑘(1)𝑥
𝑘 mit

noch zu bestimmenden Koeffizienten 𝑐𝑘(𝜌􏷠,􏷡). Wegen 𝜌􏷠 −𝜌􏷡 ∈ ℕ sind diese Lösungen jedoch
nicht linear unabhängig.
Setzt man 𝑦􏷠(𝑥) = ∑∞

𝑘=􏷟 𝑐𝑘𝑥
𝑘+􏷢 = ∑∞

𝑘=􏷢 𝑐𝑘−􏷢𝑥
𝑘 in die DGL ein, erhält man

𝑥􏷡𝑦″􏷠 (𝑥) + (𝑥􏷡 − 3𝑥)𝑦′􏷠(𝑥) + 3𝑦􏷠(𝑥) =
∞
􏾜
𝑘=􏷢
𝑥𝑘 [𝑘(𝑘 − 1) − 3(𝑘 − 1)] 𝑐𝑘−􏷢 +

∞
􏾜
𝑘=􏷢
𝑘𝑐𝑘−􏷢𝑥𝑘+􏷠

=
∞
􏾜
𝑘=􏷣
(𝑘 − 1)(𝑘 − 3)𝑐𝑘−􏷢𝑥𝑘 +

∞
􏾜
𝑘=􏷣
(𝑘 − 1)𝑐𝑘−􏷣𝑥𝑘 =

∞
􏾜
𝑘=􏷣
𝑥𝑘(𝑘 − 1) [(𝑘 − 3)𝑐𝑘−􏷢 + 𝑐𝑘−􏷣] = 0.
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Die 𝑐𝑘’s erüllen also die Rekursionsgleichung (𝑘 − 3)𝑐𝑘−􏷢 + 𝑐𝑘−􏷣 = 0 ür 𝑘 ≥ 4, bzw.

𝑐𝑘 = −
𝑐𝑘−􏷠
𝑘 , 𝑘 ≥ 1.

Iterativ erhält man (Induktion)

𝑐𝑘 = (−1)𝑘
1
𝑘!𝑐􏷟, 𝑘 ≥ 1,

mit 𝑐􏷟 = 𝑦􏷠(0) beliebig. Wir setzen 𝑐􏷟 = 1. Dann ist

𝑦􏷠(𝑥) =
∞
􏾜
𝑘=􏷟
𝑐𝑘𝑥𝑘+􏷢 = 𝑥􏷢

∞
􏾜
𝑘=􏷟

(−1)𝑘
𝑘! 𝑥𝑘 = 𝑥􏷢𝑒−𝑥 ür 𝑥 > 0,

und 𝑦􏷠(𝑥) = −𝑥􏷢𝑒−𝑥 ür 𝑥 < 0. Insgesamt hat mal also 𝑦􏷠(𝑥) = |𝑥|􏷢𝑒−|𝑥|.
Eine dazu linear unabhängige Lösung 𝑦􏷡 erhält man etwa durch Reduktion der Ordnung

𝑦􏷡(𝑥) = 𝑦􏷠(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝑥􏷢𝑒−𝑥𝑢(𝑥)

mit noch zu bestimmendem 𝑢. Eingesetzt in die DGL hat man

0 = 𝑥􏷡𝑦″􏷡 (𝑥) + (𝑥􏷡 − 3𝑥)𝑦′􏷡 + 3𝑦􏷡
= 𝑢 (𝑥􏷡𝑦″􏷠 + (𝑥􏷡 − 3𝑥)𝑦′􏷠 + 3𝑦􏷠)􏿋􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏿌􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏿍

=􏷟

+𝑢′(2𝑥􏷡𝑦′􏷠 + (𝑥􏷡 − 3𝑥)𝑦􏷠) + 𝑥􏷡𝑦􏷠𝑢″

= 𝑥􏷡𝑦􏷠𝑢″ + 𝑥𝑦􏷠(3 − 𝑥)𝑢′.

𝑢 genügt also der Differentialgleichung 𝑥𝑢″ + (3 − 𝑥)𝑢′ = 0, welche nach Substitution 𝑣 = 𝑢′
in die lineare homogene DGL 1. Ordnung

𝑥𝑣′ + (3 − 𝑥)𝑣 = 0

mit der Lösung 𝑣(𝑥) = 𝑒𝑥
𝑥􏷬 (auf (0,∞) bzw. (−∞, 0)) übergeht. Damit erhält man

𝑦􏷡(𝑥) = 𝑦􏷠𝑢(𝑥) = 𝑥􏷢𝑒−𝑥􏾙
𝑒𝑥
𝑥􏷢 d𝑥

als zu 𝑦􏷠 unabhängige Lösung.
Die allgemeine Lösung der DGL ist daher

𝑦(𝑥) = 𝑐􏷠𝑥􏷢𝑒−𝑥 + 𝑐􏷡𝑥􏷢𝑒−𝑥􏾙
𝑒𝑥
𝑥􏷢 d𝑥, 𝑐􏷠, 𝑐􏷡 ∈ ℝ

auf jedem Intervall, das 0 nicht enthält.
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