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Lösungsvorsläge

1. Berenung des Matrixexponentials

Berechnen Sie 𝑒𝑡𝐴 ür

(a) 𝐴 = 
0 1
−1 0

(b) 𝐴 = 
−1 2
−1 1

(c) 𝐴 = 𝜆𝐸𝑑+𝑁 mit einer nilpotenten Matrix𝑁 ∈ ℂ(𝑑,𝑑) (d.h. es gibt ein 𝑘 ∈ ℕmit𝑁𝑘 = 0).

(d) 𝐴 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

5 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

L:

(a) Es ist 𝐴 = −𝐸, 𝐴 = −𝐴, 𝐴 = −𝐴 = 𝐸 und man zeigt induktiv

𝐴𝑛 = (−1)𝑛𝐸, 𝐴𝑛+ = (−1)𝑛𝐴, 𝑛 ∈ ℕ.

Damit erhält man ür 𝑡 ∈ ℝ

𝑒𝑡𝐴 =
∞

𝑘=

𝑡𝑘
𝑘!𝐴

𝑘 =
⎛
⎜
⎜
⎝

∞

𝑛=

𝑡𝑛
(2𝑛)!(−1)

𝑛
⎞
⎟
⎟
⎠
𝐸 +

⎛
⎜
⎜
⎝

∞

𝑛=

𝑡𝑛+
(2𝑛 + 1)!(−1)

𝑛
⎞
⎟
⎟
⎠
𝐴

= (cos 𝑡)𝐸 + (sin 𝑡)𝐴 = 
cos 𝑡 sin 𝑡
− sin 𝑡 cos 𝑡

(b) Das charakteristische Polynom der Matrix ist

𝜒𝐴(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐸) = det 
−1 − 𝜆 2
−1 1 − 𝜆

= (−1 − 𝜆)(1 − 𝜆) + 2 = 𝜆 + 1 = (𝜆 − i)(𝜆 + i).

𝐴 besitzt also die einfachen Eigenwerte 𝜆, = ±i, mit zugehörigen Eigenvektoren

�⃗� = 
2

1 + i , �⃗� = 
2

1 − i .
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Setzt man 𝑆 = �⃗�, �⃗�, so gilt 𝐴 = 𝑆𝐷𝑆− mit 𝐷 = diag(i, −i) und damit

𝑒𝑡𝐴 = 𝑒𝑡𝑆𝐷𝑆− =
∞

𝑘=

𝑡𝑘
𝑘! (𝑆𝐷𝑆−)𝑘

=𝑆𝐷𝑘𝑆−

= 𝑆
⎛
⎜
⎜
⎝

∞

𝑘=

𝑡𝑘
𝑘!𝐷

𝑘
⎞
⎟
⎟
⎠
𝑆− = 𝑆𝑒𝑡𝐷𝑆−

= 
2 2

1 + i 1 − i 
𝑒𝑡 0
0 𝑒−𝑡 

+
 − 

−




 = 

cos 𝑡 − sin 𝑡 2 sin 𝑡
− sin 𝑡 cos 𝑡 + sin 𝑡

(c) Man erinnere sich an folgende Eigenscha der Matrixexponentialfunktion: sind 𝐴,𝐵 ∈
ℂ(𝑑,𝑑) mit 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 (d.h. 𝐴 und 𝐵 kommutieren), dann gilt 𝑒𝑡(𝐴+𝐵) = 𝑒𝑡𝐴𝑒𝑡𝐵 = 𝑒𝑡𝐵𝑒𝑡𝐴.
Sei nun 𝑘 derart, dass 𝑁𝑘 = 0 und damit 𝑁𝑘+𝑗 = 0 ür alle 𝑗 ≥ 0. Ferner kommutieren 𝑁
und 𝜆𝐸. Es folgt

𝑒𝑡𝐴 = 𝑒𝑡(𝜆𝐸+𝑁) = 𝑒𝑡𝜆𝐸𝑒𝑡𝑁 = 𝑒𝑡𝜆𝐸
∞

𝑚=

𝑡𝑚
𝑚!𝑁

𝑚 = 𝑒𝑡𝜆
𝑘−

𝑚=

𝑡𝑚
𝑚!𝑁

𝑚

= 𝑒𝑡𝜆 𝐸 + 𝑡𝑁 + 𝑡
2 𝑁

 +⋯+ 𝑡𝑘−
(𝑘 − 1)!𝑁

𝑘−

(d) Vorbemerkung: sei𝐴 = 
𝐵 0
0 𝐶 eine Blockdiagonalmatrix. Dann gilt𝐴𝑘 = 

𝐵𝑘 0
0 𝐶𝑘 und

somit 𝑒𝑡𝐴 = 
𝑒𝑡𝐵 0
0 𝑒𝑡𝐶.

Im vorliegenden Beispiel hat man 𝐵 = (5) und

𝐶 =
⎛
⎜
⎜
⎝

2 1 0
0 2 1
0 0 0

⎞
⎟
⎟
⎠
= 2𝐸 + 𝑁

mit der nilpotenten Matrix 𝑁 =
⎛
⎜
⎜
⎝

0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎞
⎟
⎟
⎠
. In der Tat gilt 𝑁 =

⎛
⎜
⎜
⎝

0 0 1
0 0 0
0 0 0

⎞
⎟
⎟
⎠
und 𝑁 = 0.

Mit Aufgabenteil (c) hat man

𝑒𝑡𝐶 = 𝑒𝑡(𝐸 + 𝑡𝑁 + 𝑡
2 𝑁

) = 𝑒𝑡
⎛
⎜
⎜
⎝

1 𝑡 𝑡


0 1 𝑡
0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠

und wegen der Blockdiagonalstruktur von 𝐴 folgt

𝑒𝑡𝐴 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑒𝑡 0 0
0 𝑒𝑡 𝑡𝑒𝑡 𝑡

 𝑒
𝑡

0 0 𝑒𝑡 𝑡𝑒𝑡
0 0 0 𝑒𝑡

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.
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2. Geladenes Teilen im homogenen Magnetfeld

Die Geschwindigkeit �⃗� ∈ ℝ eines Teilchens der Ladung 𝑒 und Masse𝑚 genügt im konstanten
magnetischen Feld �⃗� der Bewegungsgleichung

̇⃗𝑣(𝑡) = �⃗� × �⃗�, mit �⃗� = 𝑒
𝑚 �⃗� ∈ ℝ ⧵ {0}.

𝜔 = |⃗𝑏| bezeichnet die Zyklotron(kreis)frequenz.

(a) Bestimmen Sie die darstellende Matrix 𝐴 ∈ ℝ× der Abbildung �⃗� ↦ �⃗� × �⃗�.
(b) Zu �⃗� ∈ ℝ seien �⃗�∥ = �⃗�⋅⃗𝑏

|⃗𝑏|
�⃗� und �⃗�⟂ = �⃗�− �⃗�∥ die zumMagnetfeld parallele bzw. senkrechte

Komponente des Geschwindigkeitsvektors. Man zeige ür 𝑡 ∈ ℝ, dass

𝑒𝑡𝐴�⃗� = �⃗�∥ + cos(𝜔𝑡)�⃗�⟂ + sin(𝜔𝑡) 𝜔 �⃗� × �⃗�.
Interpretieren Sie 𝑒𝑡𝐴 geometrisch.

H: Man wähle die (rechtshändige) Orthonormalbasis (⃗𝑐, �⃗�, �⃗�) desℝ so, dass �⃗� = 𝜔�⃗�
und �⃗� = 𝑣�⃗� + 𝑣�⃗�, (𝑣, 𝑣 ∈ ℝ).

L:

(a) In der Standardbasis des ℝ ist

�⃗� × �⃗� =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑣𝑏 − 𝑣𝑏
𝑣𝑏 − 𝑣𝑏
𝑣𝑏 − 𝑣𝑏

⎞
⎟
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎜
⎝

0 𝑏 −𝑏
−𝑏 0 𝑏
𝑏 −𝑏 0

⎞
⎟
⎟
⎠

=∶𝐴

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑣
𝑣
𝑣

⎞
⎟
⎟
⎠

(b) Wählt man die im Hinweis angegebene Basis (⃗𝑐, �⃗�, �⃗�), so ist bezüglich dieser Basis
�⃗� = (0, 0, 𝜔), �⃗� = (𝑣, 0, 𝑣)𝑇 und

𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎝

0 𝜔 0
−𝜔 0 0
0 0 0

⎞
⎟
⎟
⎠
.

Damit (𝐴 ist bezüglich dieser Basis blockdiagonal) folgt

𝑒𝑡𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎝

cos𝜔𝑡 sin𝜔𝑡 0
− sin𝜔𝑡 cos𝜔𝑡 0

0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠
,

also

𝑒𝑡𝐴�⃗� =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑣 cos𝜔𝑡
−𝑣 sin𝜔𝑡

𝑣

⎞
⎟
⎟
⎠
= 𝑣 cos(𝜔𝑡)⃗𝑐 − 𝑣 sin(𝜔𝑡)𝑐 + 𝑣�⃗�.

Andererseits ist �⃗�∥ = 𝑣�⃗�, �⃗�⟂ = 𝑣�⃗� und 
𝜔 �⃗� × �⃗� = 𝑣(⃗𝑐 × �⃗�) = −𝑣�⃗� und damit

�⃗�∥ + cos(𝜔𝑡)�⃗�⟂ + sin(𝜔𝑡) 𝜔 �⃗� × �⃗� = 𝑣�⃗� + cos(𝜔𝑡)𝑣�⃗� − sin(𝜔𝑡)𝑣�⃗�,
womit die Gleichheit gezeigt ist.
𝑒𝑡𝐴 ist eine Rotation um die von �⃗� aufgespannte Achse um den Winkel 𝜔𝑡 im Uhrzeiger-
sinn.
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3. Inhomogenes Differentialgleiungssystem

Berechnen Sie die Lösung des Anfangswertproblems

̇⃗𝑥(𝑡) = 
4 2
3 3 �⃗�(𝑡) + 

𝑒𝑡
𝑒𝑡 , �⃗�(0) = 

1
0 .

L: Bezeichne 𝐴 = 
4 2
3 3 und 𝑏(𝑡) = 

𝑒𝑡
𝑒𝑡. Zur Lösung des homogenen Problems be-

rechnet man zunächst 𝑒𝑡𝐴.
Das charakteristische Polynom der Matrix 𝐴 ist

𝜒𝐴(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐸) = det 
4 − 𝜆 2
3 3 − 𝜆 = 𝜆 − 7𝜆 + 6 = (𝜆 − 6)(𝜆 − 1),

diese besitzt also die einfachen Eigenwerte 𝜆 = 1, 𝜆 = 6 und zugehörigen Eigenvektoren

�⃗� = 
2
−3 und �⃗� = 

1
1. Damit hat man

𝐴 = 
2 1
−3 1

=∶𝑆


1 0
0 6 

2 1
−3 1

−

und es folgt

𝑒𝑡𝐴 = 
2 1
−3 1 

𝑒𝑡 0
0 𝑒𝑡 


 − 






 = 


𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡 − 
𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡

− 
𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡 
𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡 

Mit Variation der Konstanten erhält man

�⃗�(𝑡) = 𝑒𝑡𝐴�⃗�(0) +
𝑡


𝑒(𝑡−𝑠)𝐴𝑏(𝑠)d𝑠

= 

𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡

− 
𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡 +
𝑡





𝑒

𝑡−𝑠 + 
𝑒

(𝑡−𝑠) −
𝑒

𝑡−𝑠 + 
𝑒

(𝑡−𝑠)

− 
𝑒

𝑡−𝑠 + 
𝑒

(𝑡−𝑠) 
𝑒

𝑡−𝑠 + 
𝑒

(𝑡−𝑠)  
𝑒𝑠
𝑒𝑠 d𝑠

= 

𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡

− 
𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡 +
𝑡



− 

𝑒
𝑠+𝑡 + 

𝑒
𝑡−𝑠 + 

𝑒
𝑡−𝑠 + 

𝑒
𝑡


𝑒

𝑠+𝑡 + 
𝑒

𝑡−𝑠 + 
𝑒

𝑡−𝑠 − 
𝑒

𝑡  d𝑠

= 

𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡

− 
𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡 + 

 𝑡𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡 − 
𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡

− 
 𝑡𝑒

𝑡 − 
𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡

= 

 𝑡𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡 − 
𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡

− 
 𝑡𝑒

𝑡 − 
𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡 + 
𝑒

𝑡 .

/



4. Regularität der Wronski-Matrix

Sei 𝑃 = 𝑃(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐽 , eine stetige (𝑛, 𝑛)-matrixwertige Funktion und seien �⃗�, … , �⃗�𝑛 Lösungen
des Differentialgleichungssystems �⃗�′(𝑡) = 𝑃(𝑡)�⃗�(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐽 .
Zeigen Sie, dass ür𝑊(𝑡) ∶= det �⃗�(𝑡), �⃗�(𝑡), … , �⃗�𝑛(𝑡) gilt:

𝑊(𝑡) = 𝑊(𝑡) exp 
𝑡

𝑡
Spur 𝑃(𝜏) d𝜏 , 𝑡, 𝑡 ∈ 𝐽.

L: Sei𝑌(𝑡) ∶= �⃗�(𝑡), �⃗�(𝑡), … , �⃗�𝑛(𝑡). Differenziert man𝑊(𝑡) = det �⃗�(𝑡), �⃗�(𝑡), … , �⃗�𝑛(𝑡)
nach 𝑡, erhält man mit den Rechenregeln ür Determinanten (siehe auch Aufgabe 4 auf Bla
5)

𝑊 ′(𝑡) =
𝑛

𝑗=

det �⃗�(𝑡), … , �⃗�𝑗−(𝑡), �⃗�′𝑗 (𝑡), �⃗�𝑗+(𝑡), … , �⃗�𝑛(𝑡)

=
𝑛

𝑗=

det �⃗�(𝑡), … , �⃗�𝑗−(𝑡), 𝑃(𝑡)�⃗�𝑗(𝑡), �⃗�𝑗+(𝑡), … , �⃗�𝑛(𝑡)

Es gilt

det ((𝜆𝐸 − 𝑃(𝑡))𝑌(𝑡)) = det(𝜆𝐸 − 𝑃(𝑡)) det 𝑌(𝑡)
= 𝜆𝑛 − 𝜆𝑛−Spur 𝑃(𝑡) +⋯ + (−1)𝑛 det 𝑃(𝑡)𝑊(𝑡)

Andererseits hat man wegen Linearität der Determinante in den Spalten

det ((𝜆𝐸 − 𝑃(𝑡))𝑌(𝑡)) = det 𝜆�⃗�(𝑡) − 𝑃(𝑡)�⃗�(𝑡), … , 𝜆�⃗�𝑛(𝑡) − 𝑃(𝑡)�⃗�𝑛(𝑡)

= 𝜆𝑛 det 𝑌(𝑡) − 𝜆𝑛−
𝑛

𝑗=

det �⃗�(𝑡), … , �⃗�𝑗−(𝑡), 𝑃(𝑡)�⃗�𝑗(𝑡), �⃗�𝑗+(𝑡), … , �⃗�𝑛(𝑡) +⋯

⋯+ (−1)𝑛 det 𝑃(𝑡) det 𝑌(𝑡).

Vergleich der beiden Ausdrücke liefert

Spur 𝑃(𝑡)𝑊(𝑡) =
𝑛

𝑗=

det �⃗�(𝑡), … , �⃗�𝑗−(𝑡), 𝑃(𝑡)�⃗�𝑗(𝑡), �⃗�𝑗+(𝑡), … , �⃗�𝑛(𝑡) = 𝑊 ′(𝑡).

𝑊 genügt also der Differentialgleichung

𝑊 ′(𝑡) = 𝑊(𝑡)Spur 𝑃(𝑡)

mit der Lösung

𝑊(𝑡) = 𝑊(𝑡) exp 
𝑡

𝑡
Spur 𝑃(𝜏) d𝜏 .
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