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Losungsvorschlige

1. Berechnung des Matrixexponentials

Berechnen Sie ¢4 fiir

0 1
(a)A:(—1 0)

-1 2
() A:(—l 1)

(c) A = AE;+ N mit einer nilpotenten Matrix N € C®? (d.h. es gibt ein k € IN mit N* = 0).
5000

d) A=

o oo
SON
SN =

0
1
2

LOSUNG:
(a) Esist A2 = —E, A3 = —A, A* = —A? = E und man zeigt induktiv
A% = (-1)"E, A"l =(-1)"A, nelN,.

Damit erhalt man fur f € R

00 2n+1
e = ,; E@ iV E | L gy (A

cost sint

= (cost)E + (sint)A = (_ sint cos t) =

(b) Das charakteristische Polynom der Matrix ist

1-A
=(-1-A)A-A)+2=A%2+1=(A-1i)(A +1i).

X4A) = det(A — AE) = det (‘1_; A2 )
A besitzt also die einfachen Eigenwerte A, = +i, mit zugehdrigen Eigenvektoren

> 2 > 2
bl‘(1+i)' bz_(l—i)'
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Nevena
Note
smqtam parvo cos po einheitsmatrix i posle sin po dadenata ve4ematrica i nakraq gi sabitam.

http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm3etec2013w/

Setzt man S = [E)l,l_ﬂ)z], so gilt A = SDS™! mit D = diag(i, —1) und damit

aoRH iy
ptA = ptSDS™ — Z o (SDS- 1)k =S Z ﬁDk G1 = GptDG-1
k=0 "*

K=0 T e’
=SDks-1

[ 2 2 \(et 0\(% -i\_[cost—sint  2sint
“\1+i 1-if{0 eMJ\2 1T\ —sint  cost+sint

(c) Man erinnere sich an folgende Eigenschaft der Matrixexponentialfunktion: sind A, B €
CY“") mit AB = BA (d.h. A und B kommutieren), dann gilt e"A*B) = ¢!4e!B = ¢Bet4,
Sei nun k derart, dass N¥ = 0 und damit N¥*/ = 0 fiir alle j = 0. Ferner kommutieren N
und AE. Es folgt

0 tm k-1 m
plA = pt(AE+N) — otAEpIN — otAE 2 _’Nm = pth Z _'Nm
o 1 =0 M

N tZ tk—l .
= |E+tN+ =N?+-- + NF1
¢ ( 2 k- 1)! )

k
(d) Vorbemerkung: sei A = (B 0) eine Blockdiagonalmatrix. Dann gilt A* = (B 0 ) und

0 C 0 Ck
B
somit ¢4 = (eo e?C).

Im vorliegenden Beispiel hat man B = (5) und

und N3 = 0.

o O O
o O O
o O

010
mit der nilpotenten Matrix N = |0 0 1| In der Tat gilt N2 =
000

Mit Aufgabenteil (c) hat man

t2
e'C = (E +tN + ENZ) = ¢*

OO =
O = o+
— NN

und wegen der Blockdiagonalstruktur von A folgt

e 0 0
" 0 o2 o2t Ep2
“Tlo o0 & i
0O 0 0 &
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2. Geladenes Teilchen im homogenen Magnetfeld

Die Geschwindigkeit 7 € R® eines Teilchens der Ladung e und Masse m geniigt im konstanten
magnetischen Feld B der Bewegungsgleichung

() =Txb, mit b=
W = |I_7)| bezeichnet die Zyklotron(kreis)frequenz.
(a) Bestimmen Sie die darstellende Matrix A € IR**® der Abbildung 7 - T X b.

(b) Zu¥ € R seien ¥ = %I;} und ¥, = U7 die zum Magnetfeld parallele bzw. senkrechte

Komponente des Geschwindigkeitsvektors. Man zeige fiir t € IR, dass
e =T + cos(wt)d, + sin(wt)~T x b.

Interpretieren Sie ¢! geometrisch.

HinwErs: Man wihle die (rechtshindige) Orthonormalbasis (C;, C,, ¢3) des R® so, dass b = wc,
und 5 = Ulf)l + 0363, (’01, (%) S R)

LOsuNG:

(a) In der Standardbasis des IR ist

. v,bs — U3b, 0 by -b)ln
6 X b = 'Usbl - Z)lb3 = _b3 O bl vz
v1b, — v,b; b, -b; 0 ||vs

—A

(b) Wihlt man die im Hinweis angegebene Basis (C;,C,,C3), so ist beziiglich dieser Basis
b= (0, 0, CL)), 5 = ('01, 0, '03)T und

Damit (A ist beztiglich dieser Basis blockdiagonal) folgt

coswt sinwt 0

e =|-sinwt coswt 0],
0 0 1
also
V1 COs wt
% = | —v; sin wt | = v; cos(wt)¢; — vy sin(wt)cy + V5Cs.
U3

N
Andererseits ist U = v3C3, 7, = v;¢; und %5 X b = v,(¢; XC3) = —v,C, und damit
—
U + cos(wt)d, + sin(wt) 2T X b = 0563 + cos(wt)v ¢y — sin(wt)v,C,,

womit die Gleichheit gezeigt ist.

¢4 ist eine Rotation um die von b aufgespannte Achse um den Winkel wt im Uhrzeiger-
sinn.
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3. Inhomogenes Differentialgleichungssystem

Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems

et

() = (§ §) %) + (ezt), %(0)

t

4 2

|

o)

LOsUNG: Bezeichne A = (3 3) und b(t) = (:2t)- Zur Losung des homogenen Problems be-

rechnet man zunichst e'4.

Das charakteristische Polynom der Matrix A ist

4-A
3

2

Xa(A) =det(A - AE) = det( 3_1

):/12—7A+6:(/1—6)(/1—1),

diese besitzt also die einfachen Eigenwerte A; = 1, A, = 6 und zugehorigen Eigenvektoren

Uy = (_23) und ¥, = (i) Damit hat man

und es folgt

tA _

e

U1l QU =

2 1\[(e 0
-3 1J10 ¢
Mit Variation der Konstanten erhilt man

t
() = e%(0) + f et=)1p(s) s

0

11

—2p

3

=€

1,2t 5?1 6t)

6t

%et + §e6t N ft( %et—s + %eé(t—s)
=03, 43,6t _3,t=s | 3 ,6(t-s)
e’ + ze o \mz€ 7+ ze
%et + %e“
=\ _3,t 73 6t
5¢ T 5¢ 5
B %et + 2eft %tet + 26— 1o+
il PP P —§tet—%et+ L2t 4 o
5 5 5 25 2 50
245t 4 17,6 1,0t 41 6t
= -3te t+ %3 t 216 2t+ 5216 6t)'

eS

t—s 2 ,6(t-s)
5 + 236 ds
et—s + z e6(t—s) eZs

N ft _%es+t + %e6t—5s + %€6t_45 + %et d
_ _ S
0 %€s+t+§€6t 5s+%e6t 45—%€t
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4. Regularitiat der Wronski-Matrix

Sei P = P(t), t € ], eine stetige (1, n)-matrixwertige Funktion und seien ¥, ..., ¥, Losungen
des Differentialgleichungssystems ' (t) = P(t)y(t), t € ].

Zeigen Sie, dass fiir W(t) := det [,(¢), 7,(t), ..., §,(t)] gilt:

W(t) = W(ty) exp ( f ' Spur P(7) dT), bt €.

LoSUNG: Sei Y (£) = [11(£), Ya(t), .., J(t) | Differenziert man W(t) = det [;(£), 1,(#), ., 1, ()|
nach t, erhélt man mit den Rechenregeln fiir Determinanten (siehe auch Aufgabe 4 auf Blatt
5)

W(t) = Y det [(1(8), ., Yt (B, G0, Yinr (), - Fult)]

=1

= Y det[(1(8), ., Gs (O, POGD, Gia (1), - 5]

=1

Es gilt

det ((AE - P(t))Y (t)) = det(AE — P(t)) det Y (t)
= [A" = A"1Spur P(t) + -+ + (=1)" det P() | W (¢)

Andererseits hat man wegen Linearitat der Determinante in den Spalten

det (AE ~ P())Y (1)) = det[AF:(t) ~ POF (D), .., ATot) ~ POF (D]

= A"det Y(£) - A" Y, det [1:(8), ., Gt (O), POG(), Gpr (B), o, G (D] + -+
j=1
-+« + (=1)" det P(t) det Y (¢).

Vergleich der beiden Ausdriicke liefert

Spur PO)W(t) = 3 det[Fu(t), ., T-1(8), POTH®), Tia ), - Tuld)] = WO).

j=1
W geniigt also der Differentialgleichung
W' (t) = W(t)Spur P(t)

mit der Losung

W(t) = W(ty) exp (ft Spur P(7) dT).
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