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Übungsaufgaben

1. Gekoppeltes Doppelpendel

Die Auslenkungen 𝑞􏷠(𝑡), 𝑞􏷡(𝑡) ∈ ℝ zweier gekoppelter Pendel wird beschrieben durch das
System zweiter Ordnung

𝑞̈􏷠 = −𝑞􏷠 − 𝜅(𝑞􏷠 − 𝑞􏷡)
𝑞̈􏷡 = −𝑞􏷡 − 𝜅(𝑞􏷡 − 𝑞􏷠)

(1)

mit der Federkonstanten 𝜅 ≥ 0.

(a) Schreiben Sie das System (1) als System erster Ordnung ̇⃗𝑥 = 𝐴𝑥⃗ mit 𝑥⃗ = (𝑞􏷠, 𝑞􏷡, 𝑞̇􏷠, 𝑞̇􏷡)
und

𝐴 = 􏿶
0 𝐸􏷡
−𝐶 0 􏿹 ∈ ℝ

(􏷣,􏷣).

Wie lautet 𝐶 ∈ ℝ(􏷡,􏷡)?
(b) Zeigen Sie, dass 𝐶 aus (a) reell-symmetrisch ist und bestimmen Sie √𝐶, sowie cos(𝑡√𝐶),

sin(𝑡√𝐶). H: Ist 𝐶 = 𝜆􏷠𝑢⃗􏷠𝑢⃗𝑇􏷠 + 𝜆􏷡𝑢⃗􏷡𝑢⃗𝑇􏷡 mit einer ONB (𝑢⃗􏷠, 𝑢⃗􏷡), so ist 𝑓(𝐶) ∶=
𝑓(𝜆􏷠)𝑢⃗􏷠𝑢􏷠

𝑇 + 𝑓(𝜆􏷡)𝑢⃗􏷡𝑢⃗𝑇􏷡 .
(c) Geben Sie ein reelles Fundamentalsystem des zugehörigen Systems erster Ordnung aus

(a) an.

2. Wärmeleitungsgleiung

Sei
ℒ ∶= 􏿻𝑢 ∶ ℝ × ℝ+ → ℝ ∶ (𝑥, 𝑡) ↦ 𝑢(𝑥, 𝑡) ist 𝒞 􏷡 und 𝜕𝑡𝑢 =

𝛾
2𝜕

􏷡
𝑥𝑢􏿾

die Menge aller Lösungen der Wärmeleitungsgleichung mit Diffusionskonstante 𝛾 > 0. Ei-
ne solche Lösung beschreibt zum Beispiel die zeitabhängige Temperaturverteilung in einem
eindimensionalen Wärmeleiter.

(a) Zeigen Sie, dassℒ ein Vektorraum ist.
(b) Finden Sie beschränkte Lösungen 𝑢 ∈ ℒ der Form 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑔(𝑥) durch Separation

der Abhängigkeit von 𝑥 und 𝑡.

(c) Sei 𝑢􏷟(𝑥, 𝑡) = 􏷠
√􏷡𝜋𝛾𝑡

𝑒−
(𝑥−𝑥􏷩)􏷫
􏷫𝛾𝑡 , 𝑥􏷟 ∈ ℝ. Zeigen Sie, dass 𝑢􏷟 ∈ ℒ und skizzieren Sie 𝑥 ↦

𝑢􏷟(𝑥, 𝑡) ür verschiedene 𝑡 mit 𝛾 = 1.

3. Lösung mittels Polarkoordinaten

Berechnen Sie die Lösungen der partiellen Differentialgleichung
−𝑦𝐷􏷠𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑥𝐷􏷡𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ􏷡 ⧵ {0},

indem Sie Polarkoordinaten 𝑥 = 𝑟 cos𝜑, 𝑦 = 𝑟 sin𝜑 mit 𝑟 ∈ (0,∞) und 𝜑 ∈ [0, 2𝜋) einühren.
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