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Lösungsvorsläge

V: Koordinatentransformationen

Gegeben sei eine Funktion 𝑢 ∈ 𝒞 􏷠(ℝ𝑑), sowie eine KoordinatentransformationΨ ∶ ℝ𝑛 ⊇ 𝑈 → ℝ𝑛,

(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑) ↦ Ψ(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑) =
⎛
⎜
⎜
⎝

Ψ􏷠(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑)
⋮

Ψ𝑑(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑)

⎞
⎟
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑥􏷠
⋮
𝑥𝑑

⎞
⎟
⎟
⎠
.

Sei 𝑣 ∈ 𝒞 􏷠(𝑈) mit

𝑣(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑) ∶= 𝑢(Ψ(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑)) = 𝑢(Ψ􏷠(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑), … ,Ψ𝑑(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑)).

Dann gilt gemäß Keenregel

𝐷𝑗𝑣(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑) =
𝑑
􏾜
𝑘=􏷠
𝐷𝑘𝑢(Ψ(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑))𝐷𝑗Ψ𝑘(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑)

oder anders geschrieben (aber in diesem Zusammenhang etwas undurchsichtiger)

𝜕𝜉𝑗𝑣(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑) =
𝑑
􏾜
𝑘=􏷠
𝜕𝑥𝑘𝑢(Ψ(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑))𝜕𝜉𝑗Ψ𝑘(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑)

Fasst man die partiellen Ableitungen zum Gradientenvektor zusammen, so gilt

∇(𝜉)𝑣(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑) =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝐷􏷠𝑣(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑)
⋮

𝐷𝑑𝑣(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑)

⎞
⎟
⎟
⎠
= 𝐷Ψ(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑)∇(𝑥)𝑢(Ψ(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑))

mit der Jacobimatrix vonΨ,

𝐷Ψ(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑) =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝐷􏷠Ψ􏷠(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑) ⋯ 𝐷𝑑Ψ􏷠(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑)
⋮ ⋱ ⋮

𝐷􏷠Ψ𝑑(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑) ⋯ 𝐷𝑑Ψ𝑑(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑)

⎞
⎟
⎟
⎠
.

Führt man neue (von (𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑) abhängige) Basisvektoren

𝜂𝑗 =
(𝐷Ψ)⃗𝑒𝑗
|(𝐷Ψ)⃗𝑒𝑗|

= 1
|(𝐷Ψ)⃗𝑒𝑗|

(𝐷𝑗Ψ􏷠,⋯ ,𝐷𝑗Ψ𝑑)𝑇

ein, lässt sich der Gradient von 𝑢 in der transformierten Basis schreiben als

∇𝑥𝑢(𝑥􏷠, … , 𝑥𝑑) =
𝑑
􏾜
𝑘=􏷠

𝐷𝑘𝑣(Ψ−􏷠(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑))
|𝐷Ψ(Ψ−􏷠(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑))𝑒𝑘|

𝜂𝑘(𝜉􏷠, … , 𝜉𝑑)
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1. Huygens-Prinzip für die eindimensionale Wellengleiung

Betrachten Sie das Cauchy-Problem ür die homogene Wellengleichung in einer Dimension
ür 𝑢 ∈ 𝒞 􏷡(ℝ × ℝ+),

𝜕􏷡𝑡 𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑐􏷡𝜕􏷡𝑥𝑢(𝑥, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ ℝ × ℝ+, (1)
𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 𝜕𝑡𝑢(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ. (2)

(a) Zeigen Sie die ’Asche Lösungsformel

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
2
􏿴𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡)􏿷 + 1

2𝑐 􏾙
𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
𝑔(𝑦)d𝑦 (3)

indem Sie die Differentialgleichung (1) zunächst in die charakteristischen Koordinaten

𝜂 = 𝑥 + 𝑐𝑡, 𝜉 = 𝑥 − 𝑐𝑡

transformieren und die resultierende DGL lösen.
(b) Sei nun 𝑔(𝑥) = 0 ür alle 𝑥 ∈ ℝ und 𝑓(𝑥) = 0 ür alle |𝑥| > 𝑅 (𝑅 > 0). Zeigen Sie mit Hilfe

von (3), dass 𝑢(0, 𝑡) = 0 ür 𝑐𝑡 > 𝑅, sowie 𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 ür |𝑥| < 𝑐𝑡 − 𝑅 und |𝑥| > 𝑐𝑡 + 𝑅
(H-Prinzip). Skizzieren Sie das von der Anfangsbedingung 𝑓 beeinflusste Gebiet
in ℝ ×ℝ+.

(c) Was ändert sich im Fall 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) = 0 ür alle |𝑥| > 𝑅 (𝑅 > 0)?

L:

(a) Die Wellengleichung kann geschrieben werden als

(𝜕𝑡 + 𝑐𝜕𝑥)(𝜕𝑡 − 𝑐𝜕𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡) = (𝐷􏷡 + 𝑐𝐷􏷠)(𝐷􏷡 − 𝑐𝐷􏷠)𝑢(𝑥, 𝑡) = 0.

Führt man die neuen Koordinaten 𝜂 = 𝑥 + 𝑐𝑡, 𝜉 = 𝑥 − 𝑐𝑡 ein, so gilt 𝑥 = 􏷠
􏷡 (𝜂 + 𝜉) und

𝑡 = 􏷠
􏷡𝑐 (𝜂 − 𝜉). Definiert man 𝑣(𝜂, 𝜉) = 𝑢 􏿴 􏷠􏷡 (𝜂 + 𝜉),

􏷠
􏷡𝑐 (𝜂 − 𝜉)􏿷, dann folgt

𝜕𝜂𝑣(𝜂, 𝜉) =
1
2𝐷􏷠𝑢 􏿴 􏷠􏷡 (𝜂 + 𝜉),

􏷠
􏷡𝑐 (𝜂 − 𝜉)􏿷 +

1
2𝑐𝐷􏷡𝑢 􏿴 􏷠􏷡 (𝜂 + 𝜉),

􏷠
􏷡𝑐 (𝜂 − 𝜉)􏿷

= 1
2𝑐
(𝐷􏷡 + 𝑐𝐷􏷠) 𝑢 􏿴 􏷠􏷡 (𝜂 + 𝜉),

􏷠
􏷡𝑐 (𝜂 − 𝜉)􏿷

𝜕𝜉𝑣(𝜂, 𝜉) =
1
2𝐷􏷠𝑢 􏿴 􏷠􏷡 (𝜂 + 𝜉),

􏷠
􏷡𝑐 (𝜂 − 𝜉)􏿷 −

1
2𝑐𝐷􏷡𝑢 􏿴􏷠􏷡 (𝜂 + 𝜉),

􏷠
􏷡𝑐(𝜂 − 𝜉)􏿷

= − 12𝑐 (𝐷􏷡 − 𝑐𝐷􏷠) 𝑢 􏿴 􏷠􏷡 (𝜂 + 𝜉),
􏷠
􏷡𝑐 (𝜂 − 𝜉)􏿷

und damit

𝜕𝜂𝜕𝜉𝑣(𝜂, 𝜉) = −
1
4𝑐􏷡

(𝐷􏷡 + 𝑐𝐷􏷠) (𝐷􏷡 − 𝑐𝐷􏷠) 𝑢 􏿴􏷠􏷡 (𝜂 + 𝜉),
􏷠
􏷡𝑐(𝜂 − 𝜉)􏿷 = 0.

Dies impliziert

𝜕𝜉𝑣(𝜂, 𝜉) = Φ ′(𝜉)

mit einer beliebigen Funktion Φ ∈ 𝒞 􏷠(ℝ) und folglich

𝑣(𝜂, 𝜉) = Φ(𝜉) + Ψ(𝜂), Ψ ∈ 𝒞 􏷠(ℝ) beliebig.
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Insgesamt erhält man also

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥 + 𝑐𝑡, 𝑥 − 𝑐𝑡) = Φ(𝑥 − 𝑐𝑡) + Ψ(𝑥 + 𝑐𝑡)

mit Φ,Ψ ∈ 𝒞 􏷠 beliebig (damit 𝑢 ∈ 𝒞 􏷡(ℝ × ℝ+), müssen Φ undΨ in 𝒞 􏷡(ℝ) sein).
Um den Anfangsbedingungen zu genügen, muss ür alle (𝑥, 𝑡) ∈ ℝ × ℝ+ gelten

𝑢(𝑥, 0) = Φ(𝑥) + Ψ(𝑥) = 𝑓(𝑥)
𝜕𝑡𝑢(𝑥, 0) = 𝑐Ψ ′(𝑥) − 𝑐Φ ′(𝑥) = 𝑔(𝑥).

Integration der zweiten Gleichung bezüglich 𝑥 ührt auf

Ψ(𝑥) − Φ(𝑥) = 1
𝑐 􏾙

𝑥

􏷟
𝑔(𝑦)d𝑦

und zusammen mit der ersten Gleichung bekommt man

Ψ(𝑥) = 1
2𝑓(𝑥) +

1
2𝑐 􏾙

𝑥

􏷟
𝑔(𝑦)d𝑦

Φ(𝑥) = 1
2𝑓(𝑥) −

1
2𝑐 􏾙

𝑥

􏷟
𝑔(𝑦)d𝑦

und schließlich

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
2
􏿴𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡)􏿷 + 1

2𝑐 􏾙
𝑥+𝑐𝑡

􏷟
𝑔(𝑦)d𝑦 − 1

2𝑐 􏾙
𝑥−𝑐𝑡

􏷟
𝑔(𝑦)d𝑦

= 1
2
􏿴𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡)􏿷 + 1

2𝑐 􏾙
𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
𝑔(𝑦)d𝑦.

(b) Für 𝑔 ≡ 0 ist nach Aufgabenteil (a) die Lösung des Anfangswertproblems gegeben durch

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
2(𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡)).

Gilt nun 𝑓(𝑥) = 0 ür |𝑥| > 𝑅, so folgt

𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡) = 0 ür |𝑥 + 𝑐𝑡| > 𝑅,
𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) = 0 ür |𝑥 − 𝑐𝑡| > 𝑅.

Insbesondere hat man daher 𝑢(0, 𝑡) = 􏷠
􏷡 (𝑓(𝑐𝑡) + 𝑓(−𝑐𝑡)) = 0, falls 𝑐𝑡 > 𝑅 bzw. 𝑡 > 𝑇 ∶= 𝑅

𝑐 .
Ist |𝑥| < 𝑐𝑡 − 𝑅, so gilt im Fall 𝑥 ≥ 0: 0 ≤ 𝑥 < 𝑐𝑡 − 𝑅 bzw. 𝑥 − 𝑐𝑡 < −𝑅 und (wegen
𝑐𝑡 > 𝑅) 𝑥 + 𝑐𝑡 > 𝑥 + 𝑅 > 𝑅. Damit folgt 𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) = 0 und 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡) = 0. Falls 𝑥 < 0, hat
man 0 < −𝑥 < 𝑐𝑡 − 𝑅 und somit 𝑥 + 𝑐𝑡 > 𝑅 und 𝑥 − 𝑐𝑡 < −𝑅. Auch in diesem Fall folgt
𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) = 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡) = 0. Zusammengefasst gilt also 𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 ür |𝑥| < 𝑐𝑡 − 𝑅.
Analog argumentiert man im Gebiet |𝑥| > 𝑐𝑡 + 𝑅.

(c) Ist nun 𝑔 nicht mehr identisch 0, so gilt nach dem ’A-Prinzip

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
2
􏿴𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡)􏿷 + 1

2𝑐 􏾙
𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
𝑔(𝑦)d𝑦

In dem Gebiet wo |𝑥| < 𝑐𝑡 − 𝑅 oder |𝑥| > 𝑐𝑡 + 𝑅 gilt wie in Teilaufgabe (b) 𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) =
𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡) = 0.
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𝑡

.
𝑥

Abbildung 1: Das von den Anfangsbedingungen 𝑔 ≡ 0, 𝑓 = 0 ür |𝑥| > 𝑅 beeinflusse Gebiet in
ℝ ×ℝ+.

Wegen

𝑔(𝑥 + 𝑐𝑡) = 0 ür |𝑥 + 𝑐𝑡| > 𝑅,
𝑔(𝑥 − 𝑐𝑡) = 0 ür |𝑥 − 𝑐𝑡| > 𝑅.

folgt wie in (b) im Gebiet |𝑥| < 𝑐𝑡 − 𝑅 oder |𝑥| > 𝑐𝑡 + 𝑅, dass 𝑔(𝑥 + 𝑐𝑡) = 𝑔(𝑥 − 𝑐𝑡) = 0.
Damit

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
2𝑐 􏾙

𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
𝑔(𝑦)d𝑦 = 1

2𝑐 􏾙
𝑅

−𝑅
𝑔(𝑦)d𝑦 =∶ 𝑈.
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2. Transportgleiung
(a) Bestimmen Sie die Lösung der homogenen Rand-Anfangswertaufgabe

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕𝑥𝑢(𝑥, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ (0, 1) × ℝ+

𝑢(𝑥, 0) = 2, 𝑥 ∈ (0, 1)

𝑢(1, 𝑡) = 2
1 + 𝑡􏷡 , 𝑡 ∈ ℝ+.

(b) Finden Sie die Lösung des inhomogenen Anfangswertproblems

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 􏷢
􏷡𝜕𝑥𝑢(𝑥, 𝑡) =

􏷠
􏷡𝑒
𝑥+𝑡, (𝑥, 𝑡) ∈ ℝ × ℝ+

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ ℝ.

L:

(a) Die allgemeine Lösung der homogenen Transportgleichung 𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑐𝜕𝑥𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 ist

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥 − 𝑐𝑡)

mit einer beliebigen𝒞 􏷠-Funktion𝜓 (d.h. die Lösungen sind konstant auf Geraden 𝑥−𝑐𝑡 =
𝛼, 𝛼 ∈ ℝ). Es gilt also hier wegen 𝑐 = −1, dass 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥+ 𝑡) ür 𝑥 ∈ (0, 1) und 𝑡 ∈ ℝ+.
Die Anfangsbedingung 𝑢(𝑥, 0) = 2 ür 𝑥 ∈ (0, 1) impliziert, dass 𝜓(𝑥) = 2 ür 0 < 𝑥 < 1,
und damit

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥 + 𝑡) = 2 ür 0 < 𝑥 + 𝑡 < 1, 0 < 𝑥 < 1
bzw. 0 < 𝑡 < 1 − 𝑥, 0 < 𝑥 < 1.

Ist (𝜉, 𝜏) ∈ (0, 1) × ℝ+ ein Punkt der (𝑥, 𝑡)-Ebene mit 𝜏 ≥ 1 − 𝜉 (0 < 𝜉 < 1), so gilt ür 𝑢
auf der Geraden 𝑥 + 𝑡 = 𝜉 + 𝜏, bzw. 𝑥(𝑡) = −𝑡 + 𝜉 + 𝜏 wegen der Randbedingung

𝑢(1, −1 + 𝜉 + 𝜏) = 2
1 + (𝜉 + 𝜏 − 1)􏷡

und damit

𝑢(𝑥, 𝑡) = 2
1 + (𝑥 + 𝑡 − 1)􏷡 , 𝑡 ≥ 1 − 𝑥, 0 < 𝑥 < 1.

(b) Die allgemeine Lösung inhomogenen Anfangswertproblems

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑐𝜕𝑥𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡)
𝑢(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥)

ist gegeben durch

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑔(𝑥 − 𝑐𝑡) +􏾙
𝑡

􏷟
𝑓(𝑥 + 𝑐(𝑠 − 𝑡), 𝑠)d𝑠.

Im vorliegenden Fall hat man also

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 + 􏷠
􏷡􏾙

𝑡

􏷟
𝑒𝑥+

􏷢
􏷡 (𝑠−𝑡)+𝑠d𝑠 = 1

2𝑒
𝑥−􏷢􏷡 𝑡􏾙

𝑡

􏷟
𝑒
􏷤
􏷡 𝑠d𝑠

= 􏷠
􏷡𝑒
𝑥−𝑡 􏷡

􏷤 (𝑒
􏷤
􏷡 𝑡 − 1) = 𝑒𝑥

5
􏿵𝑒𝑡 − 𝑒−

􏷢
􏷡 𝑡􏿸
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Abbildung 2: Die Lösung des Rand-Anfangswertproblems aus Aufgabe 2 (a).
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Abbildung 3: Die Lösung des inhomogenen Anfangswertproblems aus Aufgabe 2 (b).
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