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Losungsvorschliage

VORBEMERKUNG: Koordinatentransformationen

Gegeben sei eine Funktion u € Z1(IR?), sowie eine Koordinatentransformation W : R" 2 U — R",

\Pl (51/ ooy gd) X1
(51, /E»d) — \I/(El, ,Ed) = = .
\I]d(gl/ ey gd) Xq

Seiv € Z1(U) mit
v(él/ ey gd) = u(\y(éll ey gd)) = u(\yl(éll see Ed)l I\Ild(gll ey gd))

Dann gilt gemaf} Kettenregel

d
Di(&y, ., &) = Y, Datt(P(Ey, oo, E))DiWR(Es, o, E0)

k=1
oder anders geschrieben (aber in diesem Zusammenhang etwas undurchsichtiger)

d

0e0(E1 s Eq) = D3 Oy t(W(Ey, o, E0)) O W&, s Eg)

k=1
Fasst man die partiellen Ableitungen zum Gradientenvektor zusammen, so gilt
Dlv(él, ey Ed)

V(é)v(él, ey Ed) = = D\P(Elr ey Ed)V(x)u(“I[(él, ey Ed))
Djv(&y, -, &)

mit der Jacobimatrix von W,

DyWy(&q, s Eq) 0 DgWi(&q, s E0)
DW(&y, ..., &) = : : .
DyWy(&q, s Eq) 0 DgWy(&q, ., &4)

Fihrt man neue (von (&, ..., &) abhidngige) Basisvektoren
L DOwe 1
T (DWyl ~ i(DWe

(Dj¥y, -+, D))"

ein, lasst sich der Gradient von # in der transformierten Basis schreiben als

d D v(\y_l(glr ooy gd))
V g eee g = K — M AN
150 = B i )
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1. Huygens-Prinzip fiir die eindimensionale Wellengleichung

Betrachten Sie das Cauchy-Problem fiir die homogene Wellengleichung in einer Dimension

firu € 2(Rx R,),

?u(x, t) — c2d?u(x, t) = 0, (x,t) e RxR,, (1)
u(x,0) = f(x), Jdu(x,0)=g(x), xeR. (2)

(a) Zeigen Sie die D’ALEMBERTsche Losungsformel

X+ct

1
u(,f) = (flr—ct) + fx +ct) sy (3)

+ J—

2C X—C

indem Sie die Differentialgleichung ({l) zunéchst in die charakteristischen Koordinaten
n=x+ct, E=x-ct

transformieren und die resultierende DGL 16sen.

(b) Seinun g(x) = 0 fiir alle x € Rund f(x) = 0 fir alle |x| > R (R > 0). Zeigen Sie mit Hilfe
von (B), dass u(0,t) = 0 fiir ct > R, sowie u(x,t) = 0 fiir |x| < ¢t —Rund |x| > ¢t + R
(HuyGENs-Prinzip). Skizzieren Sie das von der Anfangsbedingung f beeinflusste Gebiet
inRXR,.

(c) Was dndert sich im Fall f(x) = g(x) = 0 fur alle [x| > R (R > 0)?

LOSUNG:
(a) Die Wellengleichung kann geschrieben werden als
(9; + €A )(9; — cdJu(x, t) = (D, + cD1)(D, - cDy)u(x, t) = 0.
Fithrt man die neuen Koordinaten 11 = x + ct, £ = x — ct ein, so gilt x = %(T] + &) und
t= %(r] — &). Definiert man v(n, &) = u (%(17 + &), %(17 - 5)) dann folgt
1 1
9001, €) = 5Dy (300 + &), (1= &) + 5-Dout (301 + &), 301 - €))
1
= o= (D + D) u (301 +), 50 )
p) _1 1 1 1 1 1
0(1,€) = 5D1u (30 + &), 01 - &) = 5-Dau (300 + &), 31 - €))
1
=~ (D =Dy u (30 + &), 5:(1- &)
und damit
1

817550(7], &) = a2 (D; +¢Dq) (D, —cDy)u (%(77 +&), %(77 - 5)) =0.

Dies impliziert
aEU(TI/ é) = CDI((S)
mit einer beliebigen Funktion ® € Z1(IR) und folglich
v(n, &) = D(E) +W(n), WeZF'(R)beliebig.
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(b)

(©)

Insgesamt erhélt man also
u(x,t) =ov(x +ct,x —ct) = ®(x —ct) + W(x +ct)

mit ®, W € ! beliebig (damit u € Z?*(R X R, ), miissen ® und WV in Z2(R) sein).
Um den Anfangsbedingungen zu geniigen, muss fiir alle (x, ) € R X R, gelten

u(x, 0) = D(x) + W(x) = £(x)
diu(x,0) = c W’ (x) — cD’(x) = g(x).

Integration der zweiten Gleichung beziiglich x fithrt auf
1 X
W - o) = - [ g)dy
0
und zusammen mit der ersten Gleichung bekommt man
W = 2f0+ 5 [ swd
xX)==f(x)+ —
5 2cJ, s\y)ay
() = 5~ 5 [ s
- ) 2c 0 g y y
und schliefilich

1 X+ct 1 xX—ct
ut) =5 (fren+ fle—eh) + 5 [ sy -5 [ sway

x+ct

8(y)dy.

NI NI -

(fac+ct)+ fx—ct)) + %

X—C

Fiir ¢ = 0 ist nach Aufgabenteil (a) die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

u(x, t) = %(f(x +ct) + f(x —ct)).
Gilt nun f(x) = 0 fir |x| > R, so folgt

f(x+ct)=0 far |x+ct/>R,
f(x=ct)=0 fir |x—ct|>R.

Insbesondere hat man daher u(0, t) = %(f(ct) + f(=ct)) =0, fallsct > Rbzw. t > T := %
Ist [x| < ¢t =R, sogiltim Fallx > 0: 0 < x < ¢t — R bzw. x — ¢t < —R und (wegen
ct > R) x + ct > x + R > R. Damit folgt f(x — ct) = O und f(x + ct) = 0. Falls x < 0, hat
man 0 < —x < ¢t — R und somit x + ¢t > Rund x — ¢t < —R. Auch in diesem Fall folgt
f(x—=ct) = f(x + ct) = 0. Zusammengefasst gilt also u(x, t) = 0 fur x| < ct = R.

Analog argumentiert man im Gebiet |x| > ct + R.

Ist nun ¢ nicht mehr identisch 0, so gilt nach dem b’ALEMBERT-Prinzip

X+ct

1
u ) = 5 (fGe—ct)+ fx o+ ct)) g(y)dy

+_
2c

X—

In dem Gebiet wo |x| < ct — R oder |x| > ct + R gilt wie in Teilaufgabe (b) f(x —ct) =
f(x+ct)=0.
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_R R X

Abbildung 1: Das von den Anfangsbedingungen ¢ = 0, f = O fiir |x| > R beeinflusse Gebiet in
RXxR,.

Wegen

gx+ct)=0 fiar |x+ct|>R,
gx—=ct)=0 fur [x—ct/>R.

folgt wie in (b) im Gebiet |x| < ct — R oder |x| > ct + R, dass g(x + ct) = g(x —ct) = 0.
Damit

X+ct 1

R
t g(y)dy = z—f_Rg(y)dy =: U.

1
u(x, t) = % .

X—C
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2. Transportgleichung

(a) Bestimmen Sie die Losung der homogenen Rand-Anfangswertaufgabe

dau(x, t) — du(x,t) =0, (x,) e (0,1) xR,

u(x,0) =2, xe€(0,1)
2

u(l,t): th, t€]R+.

(b) Finden Sie die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

duu(x, t) + 3d.u(x, t) = 1ev, (x,t) e RxR,
u(x,0)=0, xeR.

LOsuUNG:
(a) Die allgemeine Losung der homogenen Transportgleichung d,u(x, t) + cd, u(x, t) = 0 ist

u(x,t) = P(x —ct)

mit einer beliebigen %’ !-Funktion ¢ (d.h. die Losungen sind konstant auf Geraden x—ct =
a, o € R). Es gilt also hier wegen ¢ = -1, dass u(x, t) = ¢(x+¢t) furx € (0,1) und t € R,.
Die Anfangsbedingung u(x,0) = 2 fiir x € (0, 1) impliziert, dass (x) =2 fir 0 < x < 1,
und damit
u(x,t)=¢(x+t) =2 fir O0<x+t<1l, O0<x<l1
bzw. O0<t<1l-x 0O<x<l1.

Ist (§,7) € (0,1) X R, ein Punkt der (x,t)-Ebene mit7 > 1 - & (0 < & < 1), so gilt fur u
auf der Geraden x + t = & + 7, bzw. x(t) = -t + & + T wegen der Randbedingung
2

ul,-1+&+1) = T+ E1i 17

und damit
2

/t = 7
u(x, 1) 1+@x+t-1)2

t>1-x, O0<x<l.

(b) Die allgemeine Losung inhomogenen Anfangswertproblems

dau(x, t) + cdu(x, t) = f(x,t)
u(x, 0) = g(x)
ist gegeben durch

t
u(x,t) = g(x —ct) + f f(x+c(s—t),s)ds.
0
Im vorliegenden Fall hat man also

! x+§(s—t)+s 1 x—ét ! gs
u(x,t):0+%fe 2 ds:Ee 2f62ds
0

0

1 x—t2 t - I t
= = 2 — = — 2
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Abbildung 2: Die Losung des Rand-Anfangswertproblems aus Aufgabe 2 (a).

Abbildung 3: Die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems aus Aufgabe 2 (b).
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