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Aufgabe 1:

wln

(a) (i) Hier haben wir eine Bernoulli-Differentialgleichung mit o = % Mittels z := yl_é =y
erhalten wir die folgende lineare Differentialgleichung

/
z ——z—x=0.
T

Die Losung dieser Gleichung ist
z(x) = Cel wd 4 ¢f idw/e_f;dwxdx = Cx + 22
Es folgt

y(x) = 22 =y (Cx + 22)3.

Mit Hilfe vom Anfangswert bestimmen wir die Konstante C

y(1) =0 +—= V(C+1)3=0 = C=-1,

d.h. die Losung der gegebenen Differentialgleichung ist
y(z) = /(2% — z)°.

(ii) Das ist wieder eine Bernoulli-Differentialgleichung, hier mit o = —1. Mittels z := y?
erhalten wir

, 2
Z+—-2-3=0.
x
Das ist wieder eine lineare Differentialgleichung und ihre Losung ist

1
z(x) = C? + .

y(x):iﬁ:i\/C%—&-x.

Mit Hilfe vom Anfangswert bestimmen wir die Konstante C

Folglich

y(1)=-1 <= £V/C+1=-1 = C=0andy(z)=—z
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(b) Fiir ¢(x) = z ist ¢'(x) = 1 und
¢ =(—2)+1 = 1=(@—z)+1,

d.h. ¢(x) = x ist zwar eine Losung der gegebenen Differentialgleichung. Die Gleichung ist
dquivalent zu

Y+ 2zy —y? =1+ 2

und das ist eine Riccati-Differentialgleichung mit g(z) = 2z,h(z) = —1,k(z) = 1 + 22.
Durch die Substitution v = y — ¢ erhalten wir eine Bernoulli-Differentialgleichung (mit
a = 2) fiir u. Die weitere Substitution z = u~! fiihrt auf die lineare Differentialgleichung

! — ! —
2= (2x +2 _x  (—1))z 1)=0 <= ZZ+1=0.
=g9(x)  =¢(x) =p(z) =h(x)
Die Losung dieser linearen Gleichung ist z = —z + C. Folglich u = 2z~ = ﬁ (definiert

fiir x # C). Die iibrige Losung der urspriinglichen Differentialgleichung ist also

1

y(x) = u(@) + 6(z) = —

+ x.

Wir bestimmen die Konstante C' mit Hilfe vom Anfangswert

1 1 1
) =5 = =5 =0=2
d.h.
y(z) = CRp (v #2)
Aufgabe 2:
(a) Fiir

(3z%y — 1) dx + (2® + 6y — y*)dy = 0

=P(z,y) =Q(z,y)

gilt es P, = 322 = Q,. Also ist die Differentialgleichung exakt. Eine Stammfunktion ist
gegeben durch

Flae.y) = [ Ployde = [ty = 1)do =2y 2+ cly)
Um ¢(y) zu bestimmen, nutzen wir

2

0,F(x,y) = Q(z,y) — dy)=6y—y® = cly) =3 — 2>

Folglich ist die Losung der gegebenen Differentialgleichung

1
:rgy—x—i-Syz—gyS:C.

Die Konstante C' bestimmen wir mit Hilfe vom Anfangswert: C' = F(z¢,y0) = 18, d.h. die
Losung dem gegebenen Anfangswertproblem ist

1
w3y —x+ 3% — §y3 = 18.



(b)

(i) Die gegebene Gleichung ist dquivalent zu

—2xy dz + (322 — y*)dy = 0.
~—— —————
=P(x,y) :Q(zvy)

Es gilt P, = —2x # 6x = Q,, also ist die Differentialgleichung nicht exakt. Wir suchen
einen integrierenden Faktor u = u(y). Fir ihn gilt es

W (y) = @u(y) = iy = —3u(y) = pu(y) =yt

4

Jetzt multiplizieren wir die gegebene Differentialgleichung mit u(y) = y~* und so

erhalten wir eine exakte Differentialgleichung. Thre Losung ist

(ii) Hier gilt es P, =1 # —(2x+1), also ist die gegebene Differentialgleichung nicht exakt.

Wir suchen einen integrierenden Faktor u = p(z? + 3?). Es gilt
——

Q. — P, 1 1 1
/ = — < / = —— = = — =
P () ((pyp — %Q)p(tp) = ply) (pp(w) =T

Jetzt multiplizieren wir die gegebene Differentialgleichung mit u(x,y)
erhalten wir eine exakte Differentialgleichung. Thre Losung ist

T

arctan (£> —y=C.
Y

Aufgabe 3:

(a)

(i) Hier haben wir eine Bernoulli-Differentialgleichung mit @ = —2. Mittels z := y

3

erhalten wir die folgende lineare Differentialgleichung
2 =32 -3 =0,
Die Losung dieser Gleichung ist
z(x) = Cel3d= 4 ef3d$/e_f3dz3e_2xd:v = (e — ge_%.

Es folgt

3
y(z) = 25 = 3 Cedr — 56_21.

Mit Hilfe vom Anfangswert bestimmen wir die Konstante C

4
y(0) =2 <= 13/0—222 = Oz?,

d.h. die Losung der gegebenen Differentialgleichung ist

43 3
y(z) = 1/ 363”6 — 56*295.



(ii) Das ist wieder eine Bernoulli-Differentialgleichung, hier mit oo = % Mittels z := y%
erhalten wir

1 1
/

—z—==0.
z+2xz 5

Das ist wieder eine lineare Differentialgleichung und ihre Lésung ist
1 . .
+ 3% (definiert nur fiir > 0)

Folglich
y(x) = z%(z) = (C\/}Jrgm) .

Mit Hilfe vom Anfangswert bestimmen wir die Konstante C

1\2 1
y(1) =0 <= <C+§):O = C:—g
und
1 1 \2
y(x) = ( BENG + §x> (definiert nur fiir > 0).

d.h. ¢(z) = % ist zwar eine Losung der gegebenen Differentialgleichung. Die Gleichung ist
dquivalent zu

1 1
V+oy—yi=——
X X

und das ist eine Riccati-Differentialgleichung mit g(z) = 1, h(z) = —1,k(z) = —x%. Durch

die Substitution u = y — ¢ erhalten wir eine Bernoulli-Differentialgleichung (mit o = 2) fiir
u. Die weitere Substitution z = «~! fithrt auf die lineare Differentialgleichung

1 1 1
(= 42 = (-1)z2—=(-1)=0 <= Z+-2z+1=0.
x T ~—~— x
_ — ol =) =h(x)
=g(z)  =¢(z)
Die Losung dieser linearen Gleichung ist z = 02752. Folglich u = 27! = 02_:’;2 (definiert fiir

x? # C). Die iibrige Losung der urspriinglichen Differentialgleichung ist also

2 +1
C—22

y(x) = u(z) + o(z) =
Wir bestimmen die Konstante C' mit Hilfe vom Anfangswert

2
y(1) = C—1+ = C =3,

d.h.

+% (x # +£V3).

Aufgabe 4:



(a)

(b)

Die gegebene Differentialgleichung ist dquivalent zu

(4zy + 1) dz + (222 + cosy) dy = 0.
—— ——
=P(z,y) =Q(z,y)

Es gilt Py = 4z = @, also ist die Differentialgleichung exakt. Eine Stammfunktion ist
gegeben durch

F(z,y) = /Q(x, y)dy = /(23:2 + cosy)dy = 2x2y + siny + ¢(x).
Um ¢(z) zu bestimmen, nutzen wir
0 F(z,9y) L P(z,y) <= d@)=1 =c(z)=ux.
Folglich ist die Losung der gegebenen Differentialgleichung

222y + x4 siny = C.

i) Die gegebene Gleichung ist dquivalent zu
(i)
(3zy 4+ y?) dx + (2 + zy) dy = 0.
—_———— —_———
=P(z,y) =Q(z,y)

Es gilt P, = 3z + 2y # 22 + y = @, also ist die Differentialgleichung nicht exakt.
Wir suchen einen integrierenden Faktor p = p(x). Fiir ihn gilt es

W@ = o) = W@ = ) = ) =

Jetzt multiplizieren wir die gegebene Differentialgleichung mit u(x) =  und so erhal-
ten wir eine exakte Differentialgleichung. Ihre Losung ist

1
a3y + §x2y2 =C.

(ii) Hier gilt es P, = 2zy # 3% + 6xy, also ist die gegebene Differentialgleichung nicht

exakt. Wir suchen einen integrierenden Faktor p = p( J ). Es gilt
\wfz
=:p(z,y)
/ Qu — Py ) / 1 Y
P¢:<7P@ — plp)=—-ply) =p=p=—.
() oo P — 920 () () @() .

Jetzt multiplizieren wir die gegebene Differentialgleichung mit pu(z,y) = £ und so
erhalten wir eine exakte Differentialgleichung. Ihre Losung ist

22y +ay® = C.
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