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Aufgabe 1:

(a) Die gegebene Gleichung ist dquivalent zu

2
y"+¥y’—y=0.

Fir y1(t) = et—t gilt es
/ et " et 2
M) =5=1), yt)= 50 -2t+2)
und
2 et 2 et et
Sy =)+t —1) - =0
vy =y =5l +2) 4+ 5E-1) -+ =0,

d.h. yi1(t) = et—t ist zwar eine Losung der Gleichung (1).

Sei ya(t) = v(t)y1(t). Dann fiir v gilt es die folgende Gleichung

29 (t—1) 9
U//+U/<4t2 (eit ) =+ E) = 0

V42 v =0
=w

w +2w =0

Die Losung dieser linearen Differentialgleichung mit getrennten Variablen ist

wit) =2 = v(t)z/w(t)dt:—le% S ) = vy () = -

Fiir die Wronski-Determinante des Systems g1, yo gilt es

t t ¢ < 1
w(t) = det <zigt§ zZEtD = det (5(;— ) %(tzi 1)) =3 £0,
d.h. y; und s sind linear unabhéngig.
(b) Fiir y;(z) = e*” gilt es
yi(z) = 2ze”” vl (x) = (2+ 41'2)€x2

und

1
Y — —y —dxty=(2+ 41‘2)6962 — 2™ — 4z =0,
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d.h. y1(x) ? ist zwar eine Losung der gegebenen homogenen Gleichung.

_= e$
Sei y2(x) = v(z)y1(z). Dann fir v gilt es die folgende Gleichung

"y ,(223;6””2 1) 472
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Die Losung dieser linearen Differentialgleichung ist

2

w(z) = Crze 2 —2ze % = v(x) = /w(m)dw = Che 2 f "
= yo(x) =v(x)y1(x) = Cye™™ +1
Folglich ist die allgemeine Losung der gegebenen Gleichung

y(z) = Cyyn (z) + y2(z) = Cye™ + Ce™™ +1

Aufgabe 2:

(a) (i) Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist
p(\) =\ —1.

Die Nullstellen von p(A) = 0 sind A1 2 = %1, A3 4 = +i. Folglich ist die Losung dieser
Gleichung durch

y(z) = C1e* + Coe™* + Cssinz + Cycos x.

i1) Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist
(i) y g
p(A) = A%+ 614 9.

Die Gleichung p(A) = 0 hat eine doppelte Nullstelle \; o = —3. Folglich ist die allge-
meine Losung dieser Gleichung durch

y(x) = Cre 3% 4 Coxe ™"
gegeben. Mit Hilfe von den Anfangswerten bestimmen wir die Konstanten C7 und Cs:

y(0)=2 <= =2
y/(O) — -3C1+Cy;y=0 =Cy=06,

d.h.

y(x) = 2737 + 6ze 3.

(iii) Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist
p(\) = A% + 6\ + 13.

Die Nullstellen der Gleichung p(\) = 0 sind A\j 2 = —3 4 2. Folglich ist die allgemeine
Losung dieser Gleichung durch

y(z) = Cre 3" sin(2x) + Coe™3% cos(2x)



gegeben. Mit Hilfe von den Anfangswerten bestimmen wir die Konstanten C7 und Co:

y(0)=3 <= (=3
y'(O) =-1 < 201 — 302 =—1 = Cl = 4,

d.h.

y(z) =37 (4 sin(2z) + 3 cos(2:1:)).

(b) Von y1(x) = 1 = €% yo(x) = e 2%, y3(x) = ze= 2%, y4(x) = cosx,ys(z) = sinz folgt es, dass
A1 = 0,A23 = —2,\y5 = *i Nullstellen der charakteristischen Gleichung p(A) = 0 sind.
D.h.

PA) = AN +2)2(X —i)(A + 1) = A% +4X* + 503 4+ 427 + 4\

und folglich ist die entsprechende Differentialgleichung

(5) (4) " " I
S
=as =aq =as =a2 =ai

Aufgabe 3:

(a) Die gegebene Gleichung ist dquivalent zu

X
" 2 / €

ECES LA U
Fiir y1(z) = e — 1 gilt es
y(z) =yf(z) =€
und
v - ewi 1y' B exej- 1y B ce sl _efixl_ S =0,

d.h. y1(x) = e* — 1 ist zwar eine Losung der Gleichung (3).
Sei y2(x) = v(z)yi(z). Dann fir v gilt es die folgende Gleichung

2e* 2
1 /
_ -0
U+U(ef—1 em+1)
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Die Losung dieser linearen Differentialgleichung mit getrennten Variablen ist

6255 1
WOy > = [ g
= y2(x) = v(@)n(r) = _2(6931+1)

Fiir die Wronski-Determinante des Systems y1, y2 gilt es
R R 2
w(x) = det (y}(x) y/z(fc)) = det . A+ ) = _c 5 # 0,
n(z) o) e N T2 (e” +1)

d.h. y; und s sind linear unabhéngig.



(b) Fiir y1(z) = xsinx gilt es
yi(x) =sinz + zcosz, 9y (z)=2cosz —zsinz
und

%y — 2xy + (2% 4 2)y = 22(2cosx — wsinx) — 2x(sinx + xcosz) + (2 + 2)zsinz = 0,

d.h. y1(x) = zsinz ist zwar eine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung.
Gleichung (4) ist dquivalent zu

2 2
y//_iy/+<1_~_72>y:x
T T

Sei yo(x) = v(x)y1(x). Dann fiir v gilt es die folgende Gleichung

2(sinx + x cosx 2 x
U,,H,( ( . )77)2 :
rsinx x rsinz
cos T 1
! /
v+ v 2 =
~~ sinx sinx
=w
COoS T 1
!
w = —2— -
sinzx sinzx

Die Losung dieser linearen Differentialgleichung ist

1

tanx sinzx

1
5 cos;v = v(z)= /w(x)da: =y

sin?z  sinx
=  y(z) =v(x)yi(r) = Coxcosz + x

w(zx) = Ch

Folglich ist die allgemeine Losung der gegebenen Gleichung

y(x) = Cayi(x) + y2(z) = Cszsinx + Caxcosz + o

Aufgabe 4:

(a) (i) Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist
p(A) =X 22724+ 1=(\+1)>2

Die Gleichung p(A\) = 0 hat zwei doppelte Nullstellen A\; o =i, A3 4 = —i. Folglich ist
die allgemeine Losung dieser Gleichung gegeben durch

y(z) = Cysinx + Coxsinx 4+ Cs cosz + Cyx cos x,
(ii) Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist
p(\) = 9A% 4+ 6) + 5.

Die Nullstellen von p(A\) = 0 sind A\j 2 = —% + %2 Folglich ist die allgemeine Losung
dieser Gleichung durch

2 2
y(x) = Che 3% sin (gzr) + Cae™3% cos (gx)

gegeben. Mit Hilfe von den Anfangswerten bestimmen wir die Konstanten C; und Co:

<
—
(=)
~—

Il
(=)

Cy=6
) 2 1
y(0)=0 <= 301—56’2:0 = (C1 =3,

d.h.



(iii) Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist
PN =X —6A2+ 1A —6=A—-1)(A—=2)(A—3).

Die Nullstellen von p(A) = 0 sind A\; = 1, \y = 2, A3 = 3. Folglich ist die allgemeine
Losung dieser Gleichung gegeben durch

y(z) = Cre® + Coe® + C5e3®.
Mit Hilfe von den Anfangswerten bestimmen wir die Konstanten Cj,j = 1,2, 3:

y(0)=0 <<= C1+Cy+C5=0

y(0)=0 <= C1+202+3C5=0

y'(0)=2 <<= C1+4C,+9C5=0
=C1=03=1,Cy = -2,

d.h. die Losung des gegebenen Anfangswertproblems ist

y(z) = e¥ — 2% 4 37,

(b) Von g () = e~ sin(v/3), yo(x) = we* sin(v/3z), ya () = e~ cos(v/3z), ya(w) = we~* cos(v2z)
folgt es, dass A2 = —14++/2i, Azg=—1— v/2i Nullstellen der charakteristischen Gleichung
p(A) = 0 sind. D.h.

PN = (A — (1 +V20))2(A — (=1 = v2i))2 = A +4X3 + 10A* + 120 + 9

und folglich ist die entsprechende Differentialgleichung

(4) " " / _
vty Ty 2yt 2 v=0
=aq =as =aso =a1 ag
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