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Aufgabe 1:

(a) Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist

p(λ) = λ2 − 9 = (λ− 3)(λ+ 3)

und seine Nullstellen sind λ1,2 = ±3. Folglich ist die Lösung der entsprechenden homogenen
Gleichung durch

yh(x) = C1e
3x + C2e

−3x

gegeben. Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist e3x cosx, d.h. m = 0, σ = 3, ω = 1.
Da σ+iω = 3+i keine Nullstelle von p ist, machen wir den folgenden Ansatz für die spezielle
Lösung yp:

yp(x) = ae3x sinx+ be3x cosx, a, b ∈ R.

Wir rechnen

y′p(x) = (3a− b)e3x sinx+ (a+ 3b)e3x cosx,

y′′p(x) = (8a− 6b)e3x sinx+ (6a+ 8b)e3x cosx

und setzen die in die gegebene inhomogene Gleichung ein:

(8a− 6b)e3x sinx+ (6a+ 8b)e3x cosx− 9(ae3x sinx+ be3x cosx)
!

= e3x cosx

(−a− 6b)e3x sinx+ (6a− b)e3x cosx
!

= e3x cosx

Koeffizientenvergleich führt auf

−a− 6b = 0 und 6a− b = 1,

also a = 6
37 , b = − 1

37 . Die allgemeine Lösung ist somit

y(x) = yh(x) + yp(x) = C1e
3x + C2e

−3x +
6

37
e3x sinx− 1

37
e3x cosx.

(b) Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist

p(λ) = λ2 − 3λ+ 2

und seine Nullstellen sind λ1 = 2, λ2 = 1. Folglich ist die Lösung der entsprechenden
homogenen Gleichung durch

yh(x) = C1e
2x + C2e

x
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gegeben. Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist (3x2 − 12x)ex, d.h. m = 2, σ =
1, ω = 0. Da σ + iω = 1 eine Nullstelle von p mit Vielfachheit 1 ist, machen wir den
folgenden Ansatz für die spezielle Lösung yp:

yp(x) = x(ax2 + bx+ d)ex = (ax3 + bx2 + dx)ex, a, b, d ∈ R.

Wir rechnen

y′p(x) =
(
ax3 + (3a+ b)x2 + (2b+ d)x+ d

)
ex,

y′′p(x) =
(
ax3 + (6a+ b)x2 + (6a+ 4b+ d)x+ 2b+ 2d

)
ex

und setzen die in die gegebene inhomogene Gleichung ein:(
ax3 + (6a+ b)x2 + (6a+ 3b+ d)x+ 2b+ 2d

)
ex − 3

(
ax3 + (3a+ b)x2 + (2b+ d)x+ d

)
ex

+2(ax3 + bx2 + dx)ex
!

= (3x2 − 12x)ex(
− 3ax2 + (6a− 2b)x+ 2b− d

)
ex

!
= (3x2 − 12x)ex

Koeffizientenvergleich führt auf

−3a = 3, 6a− 2b = −12 und 2b− d = 0,

also a = −1, b = 3, d = 6. Die allgemeine Lösung ist somit

y(x) = yh(x) + yp(x) = C1e
2x + C2e

x + (−x3 + 3x2 + 6x)ex.

Aufgabe 2:

(a) Durch die Substitution x = et, u(t) = y(et) ist die gegebene Differentialgleichung zu

u′′(t)− u′(t)︸ ︷︷ ︸
x2y′′(x)

+3 u′(t)︸︷︷︸
xy′(x)

+u(t) = 0,

u′′ + 2u′ + u = 0

äquivalent. Das ist eine homogene lineare Differentialgleichung für u. Ihr charakteristisches
Polynom ist

p(λ) = λ2 + 2λ+ 1 = (λ+ 1)2.

Da p eine doppelte Nullstelle λ1,2 = −1 hat, ist die allgemeine Lösung durch

u(t) = C1e
−t + C2te

−t

gegeben und folglich (t = lnx)

y(x) = C1
1

x
+ C2

lnx

x
.

(b) Wieder durch die Substitution x = et, u(t) = y(et) ist die gegebene Differentialgleichung zu

u′′(t)− u′(t)︸ ︷︷ ︸
x2y′′(x)

−4 u′(t)︸︷︷︸
xy′(x)

+6u(t) = et,

u′′ − 5u′ + 6u = et

äquivalent. Das ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung für u. Ihr charakteristi-
sches Polynom ist

p(λ) = λ2 − 5λ+ 6.



Die Nullstellen von p sind λ1 = 3, λ2 = 2 und folglich ist die Lösung der homogenen
Gleichung durch

uh(t) = C1e
3t + C2e

2t

gegeben. Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist et, d.h. m = 0, σ = 1, ω = 0. Da
σ + iω = 1 keine Nullstelle von p ist, machen wir den folgenden Ansatz für die spezielle
Lösung up:

up(t) = aet, a ∈ R.

Wir rechnen

u′p(t) = u′′p(t) = aet

und setzen die in die entspechende inhomogene Differentialgleichung für u ein:

aet − 5aet + 6aet = et,

2aet = et ⇒ a =
1

2
.

Folglich ist die allgemeine Lösung

u(t) = uh(t) + up(t) = C1e
3t + C2e

2t +
1

2
et,

also

y(x) = C1x
3 + C2x

2 +
1

2
x.

Aufgabe 3:

(a) Der Ansatz

y(x) =
∞∑
n=0

cnx
n

führt auf

∞∑
n=2

cnn(n− 1)xn−2︸ ︷︷ ︸
=y′′(x)

−x
∞∑
n=0

cnx
n

︸ ︷︷ ︸
=y(x)

= 2,

∞∑
n=2

cnn(n− 1)xn−2︸ ︷︷ ︸
m=n−2

=
∑∞

m=0 cm+2(m+2)(m+1)xm

−
∞∑
n=0

cnx
n+1

︸ ︷︷ ︸
m=n+1

=
∑∞

m=1 cm−1xm

= 2,

2c2x
0 +

∞∑
m=1

[
(m+ 2)(m+ 1)cm+2 − cm−1

]
xm = 2.

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

2c2 = 2

cm+2 =
1

(m+ 2)(m+ 1)
cm−1, m ≥ 1, ⇐⇒ cm =

1

m(m− 1)
cm−3 m ≥ 3. (1)



Es gilt

c0 = y(0) = 2, c1 = y′(0) = 3, c2 = 1

c3 =
1

3 · 2
c0 =

1∏3/3
j=1 3j(3j − 1)

c0,

c4 =
1

4 · 3
c1 =

1∏(4−1)/3
j=1 (3j + 1)3j

c1,

c5 =
1

5 · 4
c2 =

1∏(5−2)/3
j=1 (3j + 2)(3j + 1)

c2,

c6 =
1

6 · 5
c3 =

1

6 · 5 · 3 · 2
c0 =

1∏6/3
j=1 3j(3j − 1)

c0,

c7 =
1

7 · 6
c4 =

1

7 · 6 · 4 · 3
c1 =

1∏(7−1)/3
j=1 (3j + 1)3j

c1,

c8 =
1

8 · 7
c5 =

1

8 · 7 · 5 · 4
c2 =

1∏(8−2)/3
j=1 (3j + 2)(3j + 1)

c2.

Behauptung:

cn =


1∏n/3

j=1 3j(3j−1)
c0 für n = 3k,

1∏(n−1)/3
j=1 (3j+1)3j

c1 für n = 3k + 1,

1∏(n−2)/3
j=1 (3j+2)(3j+1)

c2 für n = 3k + 2.

⇐⇒

c3k = 1∏k
j=1 3j(3j−1)

c0,

c3k+1 = 1∏k
j=1(3j+1)3j

c1,

c3k+2 = 1∏k
j=1(3j+2)(3j+1)

c2.

Induktionsschritt: k y k + 1

c3(k+1)
(2)
=

1(
3(k + 1)

)(
3(k + 1)− 1

)c3(k+1)−3 =
1(

3(k + 1)
)(

3(k + 1)− 1
)c3k

=
1(

3(k + 1)
)(

3(k + 1)− 1
) 1∏k

j=1 3j(3j − 1)
c0 =

1∏k+1
j=1 3j(3j − 1)

c0,

d.h. die Aussage stimmt für c3k, k ∈ N. Analogisch beweisen wir die Formeln für c3k+1 und
c3k+2, k ∈ N.

(b) Wird in der Übung am 5.12.2014 besprochen.

Aufgabe 4:

(a) Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist

p(λ) = λ2 − 2λ+ 1 = (λ− 1)2

und es hat eine doppelte Nullstelle λ1,2 = 1. Folglich ist die Lösung der entsprechenden
homogenen Gleichung durch

yh(x) = C1e
x + C2xe

x

gegeben. Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist 2ex, d.h. m = 0, σ = 1, ω = 0. Da
σ+ iω = 1 eine doppelte Nullstelle (d.h. s = 2) von p ist, machen wir den folgenden Ansatz
für die spezielle Lösung yp:

yp(x) = x2aex, a ∈ R.

Wir rechnen

y′p(x) = a(2x+ x2)ex,

y′′p(x) = a(x2 + 4x+ 2)ex



und setzen die in die gegebene inhomogene Gleichung ein:

a(x2 + 4x+ 2)ex − 2a(2x+ x2)ex + x2aex = 2ex,

2aex = 2ex ⇒ a = 1.

Die allgemeine Lösung ist somit

y(x) = yh(x) + yp(x) = C1e
x + C2xe

x + x2ex.

(b) Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist

p(λ) = λ2 + 9

und seine Nullstellen sind λ1,2 = ±3i. Folglich ist die Lösung der entsprechenden homogenen
Gleichung durch

yh(x) = C1 sin(3x) + C2 cos(3x)

gegeben. Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist 2x sinx + xe3x =: f1(x) + f2(x).
Da für f1 gilt es m1 = 1, σ1 = 0, ω1 = 1, d.h. σ1 + iω1 = i keine Nullstelle von p ist, und
für f2 gilt es m2 = 1, σ2 = 3, ω2 = 0, d.h. σ2 + iω2 = 3 wieder keine Nullstelle von p ist,
machen wir den folgenden Ansatz für die spezielle Lösung yp:

yp(x) = yp1(x)︸ ︷︷ ︸
entspricht f1(x)

+ yp2(x)︸ ︷︷ ︸
entspricht f2(x)

= (a1x+ a0) sinx+ (b1x+ b0) cosx︸ ︷︷ ︸
=yp1 (x)

+ (d1x+ d0)e
3x︸ ︷︷ ︸

=yp2 (x)

, a0,1, b0,1, d0,1 ∈ R.

Wir rechnen

y′p(x) = (−b1x+ a1 − b0) sinx+ (a1x+ a0 + b1) cosx+ (3d1x+ 3d0 + d1)e
3x,

y′′p(x) = (a1x− a0 − 2b1) sinx+ (−b1x− b0 + 2a1) cosx+ (9d1x+ 9d0 + 6d1)e
3x

und setzen die in die gegebene inhomogene Gleichung ein:

(a1x− a0 − 2b1) sinx+ (−b1x− b0 + 2a1) cosx+ (9d1x+ 9d0 + 6d1)e
3x

+ 9
[
(a1x+ a0) sinx+ (b1x+ b0) cosx+ (d1x+ d0)e

3x
]

= 2x sinx+ xe3x

(8a1x+ 8a0 − 2b1) sinx+ (8b1x+ 8b0 + 2a1) cosx+ (18d1x+ 18d0 + 6d1)e
3x = 2x sinx+ xe3x

Koeffizientenvergleich führt auf

sinx : 8a1x+ 8a0 − 2b1 = 2x ⇐⇒
{
x1 : 8a1 = 2,
x0 : 8a0 − 2b1 = 0,

cosx : 8b1x+ 8b0 + 2a1 = 0 ⇐⇒
{
x1 : 8b1 = 0,
x0 : 8b0 + 2a1 = 0,

e3x : 18d1x+ 18d0 + 6d1 = x ⇐⇒
{
x1 : 18d1 = 1,
x0 : 18d0 + 6d1 = 0,

also a0 = b1 = 0, a1 = 1
4 , b0 = − 1

16 , d0 = − 1
54 , d1 = 1

18 . Die allgemeine Lösung ist somit

y(x) = yh(x) + yp(x) = C1 sin(3x) + C2 cos(3x) +
1

4
x sinx− 1

16
cosx+

1

54
(3x− 1)e3x.



Aufgabe 5:

(a) Durch die Substitution x = et, u(t) = y(et) ist die gegebene Differentialgleichung zu

u′′′ − 3u′′ + 2u′︸ ︷︷ ︸
=x3y(x)

− (u′′(t)− u′(t))︸ ︷︷ ︸
x2y′′(x)

+2 u′(t)︸︷︷︸
xy′(x)

−2u(t) = 0,

u′′′ − 4u′′ + 5u′ − 2u = 0

äquivalent. Das ist eine homogene lineare Differentialgleichung für u. Ihr charakteristisches
Polynom ist

p(λ) = λ3 − 4λ2 + 5λ− 2 = (λ− 1)2(λ− 2)

Da p eine doppelte Nullstelle λ1,2 = 1 und eine einfache Nullstelle λ3 = 2 hat, ist die
allgemeine Lösung durch

u(t) = C1e
t + C2te

t + C3e
2t

gegeben und folglich (t = lnx)

y(x) = C1x+ C2 lnx · x+ C3x
2.

(b) Wieder durch die Substitution x = et, u(t) = y(et) ist die gegebene Differentialgleichung
äquivalent zu

u′′(t)− u′(t)︸ ︷︷ ︸
x2y′′(x)

− u′(t)︸︷︷︸
xy′(x)

+2u(t) = et · t,

u′′ − 2u′ + 2u = tet

Das ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung für u. Ihr charakteristisches Polynom
ist

p(λ) = λ2 − 2λ+ 2.

Die Nullstellen von p sind λ1,2 = 1 ± i und folglich ist die Lösung der entsprechenden
homogenen Gleichung durch

uh(t) = C1e
t sin t+ C2e

t cos t

gegeben. Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist tet, d.h. m = 1, σ = 1, ω = 0. Da
σ + iω = 1 keine Nullstelle von p ist, machen wir den folgenden Ansatz für die spezielle
Lösung up

up(t) = (at+ b)et, a ∈ R.

Wir rechnen

u′p(t) = (at+ a+ b)et,

u′′p(t) = (at+ 2a+ b)et

und setzen die in die entspechende inhomogene Differentialgleichung für u ein

(at+ 2a+ b)et − 2(at+ a+ b)et + 2(at+ b)et = tet,

(at+ b)et = tet ⇒ a = 1, b = 0.

Folglich ist die allgemeine Lösung

u(t) = uh(t) + up(t) = C1e
t sin t+ C2e

t cos t+ tet,

also

y(x) = C1x sin(lnx) + C2x cos(lnx) + lnx · x.



Aufgabe 6:

(a) Der Ansatz

y(x) =

∞∑
n=0

cnx
n

führt auf

∞∑
n=2

cnn(n− 1)xn−2︸ ︷︷ ︸
=y′′(x)

+x
∞∑
n=1

cnnx
n−1

︸ ︷︷ ︸
=y′(x)

+
∞∑
n=0

cnx
n = x,

∞∑
n=2

cnn(n− 1)xn−2︸ ︷︷ ︸
m=n−2

=
∑∞

m=0 cm+2(m+2)(m+1)xm

+

∞∑
n=1

cnnx
n +

∞∑
n=0

cnx
n = x,

(2c2 + c0)x
0 + (6c3 + 2c1)x+

∞∑
m=2

[
(m+ 2)(m+ 1)cm+2 + cmm+ cm

]
xm = x.

Durch Koeffizientenvergleich führt auf

x0 : 2c2 + c0 = 0 ⇒ c2 = −c0
2
,

x1 : 6c3 + 2c1 = 1 ⇒ c3 =
1− 2c1

6
,

xm : cm+2 = − 1

m+ 2
cm, m ≥ 2, ⇐⇒ cm = − 1

m
cm−2 m ≥ 4. (2)

Es gilt

c0 = y(0) = 1, c1 = y′(0) =
1

2
, c2 = −c0

2
= −1

2

c3 =
1− 2 · 12

6
= 0 ⇒ cn = 0 ∀n = 2k + 1, k ≥ 1,

c4 = −1

4
c2 = −1

4

(
− 1

2

)
=

(−1)2

4 · 2
,

c6 = −1

6
c4 = −1

6

(−1)2

4 · 2
=

(−1)3

6 · 4 · 2
,

c8 = −1

8
c6 = −1

8

(−1)3

6 · 4 · 2
=

(−1)4

8 · 6 · 4 · 2
Behauptung:

c2k =
(−1)k∏k−1

j=0(2k − 2j)
.

Induktionsschritt: k y k + 1

c2(k+1)
(2)
= − 1

2(k + 1)
c2k =

−1

2(k + 1)
· (−1)k∏k−1

j=0(2k − 2j)

=
1

2(k + 1)
· (−1)k

2k · (2k − 2) · · · (2k − 2(k − 1))

=
(−1)k+1

2(k + 1) ·
(
2(k + 1)− 2

)
·
(
2(k + 1)− 4

)
· · ·
(
2(k + 1)− 2k

)
=

(−1)k+1∏k
j=0(2(k + 1)− 2j)

,



d.h. die Aussage stimmt. Somit ist die Lösung der gegebenen Differentialgleichung

y(x) = 1︸︷︷︸
=c0x0

+
1

2
x︸︷︷︸

=c1x

−1

2
x2︸ ︷︷ ︸

=c2x2

+
∞∑
n=2

(−1)
n
2∏k−1

j=0(k − 2j)
x2n = 1 +

1

2
x+

∞∑
n=1

(−1)
n
2∏k−1

j=0(k − 2j)
x2n.
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