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Losungsvorschliage zum 4. Ubungsblatt

Aufgabe 1:
(a) Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist
pA) =X -9=(A-3)(A+3)

und seine Nullstellen sind A1 2 = £3. Folglich ist die Lésung der entsprechenden homogenen
Gleichung durch

yp(z) = C1e3% 4 Che™3"

gegeben. Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist €3* cosz, d.h. m = 0,0 = 3,w = 1.
Da o+iw = 3+1 keine Nullstelle von p ist, machen wir den folgenden Ansatz fiir die spezielle
Losung yp:

3% sing + be3® cosx, a,beR.

yp(z) = ae
Wir rechnen

yn(x) = (3a — b)e* sinx + (a + 3b)e* cosz,
Yy, (x) = (8a — 6b)e3 sin x + (6a + 8b)e>® cos

und setzen die in die gegebene inhomogene Gleichung ein:
(8a — 6b)e>® sinz + (6a + 8b)e3® cos z — 9(ae®® sinz + be3? cos z) = 3 cos
(—a — 6b)e3®sinx + (6a — b)e3® cos L 3 cos
Koeffizientenvergleich fiihrt auf
—a—6b=0 und 6a—b=1,

also a = 55,0 = —%. Die allgemeine Losung ist somit

6 1
y(x) = yn(w) + yp(x) = C1e3% 4+ Coe ™37 + ﬁegz sinx — ﬁeg‘r COS T.

(b) Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist
p(A) = A2 —31+2

und seine Nullstellen sind A1 = 2,y = 1. Folglich ist die Losung der entsprechenden
homogenen Gleichung durch

yn(z) = C1e** + Coe®
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gegeben. Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist (322 — 12z)e®, d.h. m = 2,0 =
l,w = 0. Da 0 + iw = 1 eine Nullstelle von p mit Vielfachheit 1 ist, machen wir den
folgenden Ansatz fiir die spezielle Losung y,:

yp(2) = z(az® + br + d)e® = (ax® + ba® + dz)e”, a,b,d € R,
Wir rechnen
Y () = (ax3 + (3a+b)z* + (2b+ d)z + d) e,
Y, () = (ax3 + (6a + b)z* 4 (6a + 4b + d)x + 2b + 2d> e’
und setzen die in die gegebene inhomogene Gleichung ein:
(ax3 + (6a 4 b)z* + (6a 4 3b 4 d)x + 2b + 2d> e’ — 3((1%3 + (3a+b)x? + (2b+ d)x + d) e’
+2(ax® + bx? + dx)e” = (322 — 12x)e®
( — 3a2® + (6a — 2b)x + 2b — d) et = (322 — 12x)e”
Koeffizientenvergleich fithrt auf
—3a=3, 6a—2b=-12und 2b—d=0,
also a = —1,b = 3,d = 6. Die allgemeine Losung ist somit

y(x) = yn(x) + yp(x) = C1e** + Coe”™ + (—2° + 32* + 63)e”.

Aufgabe 2:

(a)

Durch die Substitution o = e, u(t) = y(e') ist die gegebene Differentialgleichung zu

u”(t) — ' (t) +3 4/ (t) +u(t) = 0,
N —— N~
w2y (x) zy' (@)
W2+ u=0

dquivalent. Das ist eine homogene lineare Differentialgleichung fiir u. Thr charakteristisches
Polynom ist

pA) =X+ 20+ 1= (A +1)%
Da p eine doppelte Nullstelle A\; 2 = —1 hat, ist die allgemeine Losung durch
u(t) = Cre™" + Cote™
gegeben und folglich (¢t = Inx)

1 !
y(@) = Ci—+Cy ne

z

Wieder durch die Substitution = = !, u(t) = y(e') ist die gegebene Differentialgleichung zu
u'(t) — o' (t) —4 ' (t) +6u(t) = €,
—_—— —~—

z2y" (x) zy'(z)

u' —5u 4+ 6u =¢ét

dquivalent. Das ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung fiir u. Ihr charakteristi-
sches Polynom ist

p(A\) = A% — 51 4 6.



Die Nullstellen von p sind A\; = 3, 2 = 2 und folglich ist die Lésung der homogenen
Gleichung durch

uh(t) = Clegt + CQGZt

gegeben. Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist e/, d.h. m = 0,0 = 1,w = 0. Da
0 + iw = 1 keine Nullstelle von p ist, machen wir den folgenden Ansatz fiir die spezielle
Losung up:

uy(t) = ae’, a€R,
Wir rechnen

wu(t) = uy (t) = ae
und setzen die in die entspechende inhomogene Differentialgleichung fiir u ein:
ae' — 5ae’ + 6ae’ = €',

t

1
2ael = = =_.
ae e a 2

Folglich ist die allgemeine Lésung
1
u(t) = un(t) + up(t) = Cre* + Coe® + §6t’
also

1
y(x) = Cra® + Cox® + 2%

Aufgabe 3:

(a) Der Ansatz

oo
y(x) = Z e’
n=0
fithrt auf
o0 oo
Z can(n —1)z" 2 —x Z cpx =2,
n=2 n=0
~ ———
=y (x) =y(x)
o o0
Z can(n — 1)z 2 - Z cpz"tt =2,
n=2 n=0
—_——
MR empa(mA2) (mA )z IS e am

o0
2c02° + Z [(m +2)(m+ 1)emqa — cm_l} ™= 2.

m=1
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

200 =2

1 1
1, >1, < =—
m+2)(m+ 1M "= “m

Cm+42 = (



Es gilt

co = y(0) =2, c1 =1 (0) = 3, =1

1 1
REETEAS T ATV ET T
“4T 3T I 1/3(3j+1)3j61’
1 1
=5 427 1—[(5 2)/3(3] +2)(35 + 1)62,
1 1 1
“T65%76.5.3.2° H6/3 (3j—1)c0
1 1 1
SRR TR R VGRIAEYTE
_ 1 — 1 = !
g = 3. 765 T 8.7.5. 127 H§8 2)/3(3‘7 +2)(35 + 1)62.
Behauptung:
e Wm firn =3k +1, — cspp (3J+1) =

1 cy fir n =3k + 2. C3k+2

n— . . C9.
15272 (35+2)(35+1)

i (3J+2)(3J+1)

Induktionsschritt: £k ~ k41

1 = .
C3(k41) — 3T D) B 1 C3(k+1)—3 = 3(k+1))(3(k+1)—1 C3k
( )( ) ( )( )
1 1 1

€o,

B+ D)EHE+) -1, 3G -0 17185035 - 1)

d.h. die Aussage stimmt fiir ¢, & € N. Analogisch beweisen wir die Formeln fiir ¢3x; und
C3k+2,k € N.

(b) Wird in der Ubung am 5.12.2014 besprochen.
Aufgabe 4:
(a) Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist
pA) =N =22+ 1= (A1)

und es hat eine doppelte Nullstelle A o = 1. Folglich ist die Losung der entsprechenden
homogenen Gleichung durch

yp(x) = Cre” + Cozxe®

gegeben. Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist 2¢®, d.h. m = 0,0 = 1,w = 0. Da
o +iw = 1 eine doppelte Nullstelle (d.h. s = 2) von p ist, machen wir den folgenden Ansatz
fiir die spezielle Losung -

yp(z) = 2%ae”, a €R.

Wir rechnen



und setzen die in die gegebene inhomogene Gleichung ein:

a(x? + 4a + 2)e” — 2a(2x + 22)e® + 2ae® = 2¢7,
2ae” =2e¢* = a=1.

Die allgemeine Losung ist somit

y(z) = yn(x) + yp(z) = Cre” + Coxe™ + x2e”.

(b) Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist
p(A) =X +9

und seine Nullstellen sind A1 o = £3i. Folglich ist die Losung der entsprechenden homogenen
Gleichung durch

yn(z) = Cy sin(3z) + C cos(3z)

gegeben. Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist 2z sinz + ze3* =: fi(x) + fo(x).
Da fiir f; gilt es my = 1,01 = 0,w; = 1, d.h. 01 + iw; = @ keine Nullstelle von p ist, und
fiir fo gilt es mo = 1,09 = 3,we = 0, d.h. 03 + iwys = 3 wieder keine Nullstelle von p ist,
machen wir den folgenden Ansatz fiir die spezielle Losung y,:

yp(z) = Yps () + Yps ()
~—— ~——
entspricht fi(z) entspricht fo(2)
= (alm + CLQ) sinx + (bl.’L‘ + b(]) CoS T + (dl.’L‘ + do)egx, aop,1, bo,l, d(),l € R.

=yp, (%) =Yp, (T)

Wir rechnen

Yp(x) = (=biz + a1 — bo) sinz + (a1 + ag + b1) cos = + (3d1z + 3do + dy)e3®,
yp(x) = (a1 — ap — 2by) sinx + (—byx — by + 2a1) cosx + (9dix + 9dg + 6dy)e®”

und setzen die in die gegebene inhomogene Gleichung ein:

(a1x — ag — 2by) sinx + (—byz — by + 2a1) cosx + (9d1x + 9dy + 6d1)€3x
+9|(a1z + ag) sinz + (byz + bg) cos x + (diz + do)e* | = 2z sinx + 2>
(8a1x + 8ag — 2by) sinx + (8b1x + 8by + 2a1) cos x + (18dyz + 18dy + 6d,)e>” = 2z sinx + ze®®

Koeffizientenvergleich fithrt auf

sinx: 8ajr+ 8ap — 201 =2z <= { i(l) ZZ; i 221’)1 =0,
cosw: 8byw+8by+2a1 =0 < { i(l) Zz(l) _T_gc’h =0,
e 181w +18dy+6d1 =1 { i(l) 122(1) 'T‘ééll =0,
also ag = by = 0,a1 = +,bp = —,dyg = —3;,dy = . Die allgemeine Losung ist somit

1 1 1
y(z) = yn(z) + yp(x) = Cysin(3z) + Cy cos(3z) + 2% sinz — 16 €052 + 5f4(3x —1)e32.



Aufgabe 5:

(a)

Durch die Substitution z = e, u(t) = y(e') ist die gegebene Differentialgleichung zu
u” —3u" + 20— (W (t) — (b)) +2 4/ () —2u(t) = 0,
—_— —— — ~—~—
=z3y(z) z2y" (x) zy ()

" — 4 + 50 —2u=0

dquivalent. Das ist eine homogene lineare Differentialgleichung fiir w. Ihr charakteristisches
Polynom ist

p(A) =2 —4X? £ 50 —2=(\—-1)}(\-2)

Da p eine doppelte Nullstelle A\; 2 = 1 und eine einfache Nullstelle A3 = 2 hat, ist die
allgemeine Losung durch

u(t) = Cret + Cyte! + Cze?
gegeben und folglich (¢ = Inx)
y(z) = Cix 4+ Colnzx -z + Csa2.

Wieder durch die Substitution x = e, u(t) = y(e!) ist die gegebene Differentialgleichung
dquivalent zu

u”’(t) — o' (t) — ' (t) +2u(t) = €' - t,
—_————
2%y’ (z) zy'(x)
u” — 2 + 2u = te
Das ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung fiir u. Ihr charakteristisches Polynom
ist
p(A\) =A% —2)+ 2.

Die Nullstellen von p sind A2 = 1 4 ¢ und folglich ist die Losung der entsprechenden
homogenen Gleichung durch

up(t) = Cre' sint + Cae’ cost

gegeben. Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist tef, d.h. m = 1,0 = 1,w = 0. Da
0 + iw = 1 keine Nullstelle von p ist, machen wir den folgenden Ansatz fiir die spezielle
Lésung uy,

up(t) = (at +b)e’, a€R.
Wir rechnen
uy(t) = (at +a + b)e,
uy(t) = (at + 2a + b)e!
und setzen die in die entspechende inhomogene Differentialgleichung fiir v ein

(at 4+ 2a + b)e' — 2(at + a + b)e’ + 2(at + b)e’ = te',
(at +b)e' =te! = a=1,b=0.

Folglich ist die allgemeine Losung
u(t) = up(t) + up(t) = Cre' sint + Coel cost + te’,
also

y(x) = Cizsin(lnz) + Coxcos(lnz) + Inx - 2.



Aufgabe 6:
(a) Der Ansatz

oo
y(x) = Z ez’
n=0

fithrt auf
(o] o0 o0
Z can(n — 1)z 2 4z Z cona 4 Z e = x,
n=2 n=1 n=0

=y (x) =y'(x)
o o o
Z enn(n — l)x"_2 + Z cpnx + Z cpr = x,
n=2 n=1 n=0

MEETES0  pa (mA2) (mA 1)z

oo
(2¢2 + co)x® + (6¢3 + 2¢1)x + Z [(m +2)(m + 1)emga + emm + cm] " =z,

m=2

Durch Koeffizientenvergleich fithrt auf

2% 2e+¢=0 :>62:—%0,
1-2
$12 6c3+2c1 =1 =c3= 601’
™ ¢ ——#c m > 2 — c ——lc m >4
. m+2 — m+2m7 = 4y m — mm—2 = =
Es gilt
1 co 1
= 0:1 = /0 = — = —— = — —
Co y() ) C1 y() 27 c2 2 2
1-2-1
CS:T:O =c, =0 Vn=2k+1,k>1,
1 1< 1> (—1)2
Cp = ——Cy) = —— _ g
YT g g 4.2
1 1) (1
Cg=——=C4 = —— ,
6 6 4-2 6-4-2
L 1) (-1
Cg = ——C —= — =
8 86-4-2 8-6-4-2
Behauptung:
(—D)*
2k —

Induktionsschritt: £ ~ &+ 1
) 1 -1 (=1

C2(k+1) = _Q(k + 1)6% - 2(k+1) ' H;?;é(% —2§)
1 (1)
2k +1) 2k-(2k—2)---(2k —2(k — 1))
B (_1)k+1
S 2(k+1)- (2(k+1)—2) - (2(k+1) —4) -+ (2(k + 1) — 2k)
(_1)kz+1

T+ 1) —2)




d.h. die Aussage stimmt. Somit ist die Losung der gegebenen Differentialgleichung

Lo Ll 5o (P L& (—nE
y(.%') =_1 + 5%’ —51’2 + %x%’b =1+ 5.1‘ + %.%271.
=cor? SNTN—~— n=2 Hj:O (k - 2]) n=1 Hj:(] (k' - 2])

=C1T :chQ
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