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Aufgabe 1:

(a) Der Ansatz

y(x) = xρ
∞∑
n=0

cnx
n =

∞∑
n=0

cnx
n+ρ

führt auf

x2
∞∑
n=0

cn(n+ ρ)(n+ ρ− 1)xn+ρ−2︸ ︷︷ ︸
=y′′(x)

+
1

2
x
∞∑
n=0

cn(n+ ρ)xn+ρ−1︸ ︷︷ ︸
=y′(x)

+
1

4
x
∞∑
n=0

cnx
n+ρ = 0,

∞∑
n=0

cn(n+ ρ)(n+ ρ− 1)xn+ρ +
∞∑
n=0

1

2
cn(n+ ρ)xn+ρ +

∞∑
n=0

1

4
cnx

n+ρ+1

︸ ︷︷ ︸
m=n+1

=
∑∞
m=1

1
4
cm−1xm+ρ

= 0,

xρ
[
c0ρ(ρ− 1

2
) +

∞∑
n=1

(
cn(n+ ρ)(n+ ρ− 1

2
) +

1

4
cn−1

)
xn
]

= 0.

Koeffizientenvergleich liefert die determinierende Gleichung

ρ(ρ− 1

2
) = 0 mit Nullstellen ρ1 =

1

2
, ρ2 = 0

und

c0 : beliebig und cn = −
1
4

(n+ ρ)(n+ ρ− 1
2)
cn−1, n ≥ 1. (1)

1) Für ρ1 = 1
2 erhalten wir

cn =
−1

4

n(n+ 1
2)
cn−1 = − 1

2n(2n+ 1)
cn−1, n ≥ 1. (2)

Es gilt

c1 = − 1

2 · 3
c0 =

(−1)1

(2.1 + 1)!
c0,

c2 = − 1

4 · 5
c1 =

−1

5 · 4
(−1)1

3!
c0 =

(−1)2

(2.2 + 1)!
c0,

c3 = − 1

6 · 7
c2 = − −1

7 · 6
(−1)2

5!
c0 =

(−1)3

(2.3 + 1)!
c0.
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Vermutung:

cn =
(−1)n

(2n+ 1)!
c0.

Induktionsschritt: ny n+ 1:

cn+1
(2)
= − 1

2(n+ 1)
(
2(n+ 1) + 1

)cn
=

−1(
2(n+ 1) + 1

)(
2(n+ 1)

) · (−1)n

(2n+ 1)!
c0 =

(−1)n+1(
2(n+ 1) + 1

)
!
c0.

Folglich ist mit c0 = 1

y1(x) = x
1
2

∞∑
n=0

cnx
n =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
xn+

1
2 =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x

2n+1
2 = sin(

√
x).

2) Für ρ2 = 0 erhalten wir aus Gleichung (1)

dn =
−1

4

n(n− 1
2)
dn−1 = − 1

2n(2n− 1)
dn−1, n ≥ 1.

Es gilt

d1 = − 1

2 · 1
d0 =

(−1)1

(2.1)!
d0,

d2 = − 1

4 · 3
d1 =

−1

4 · 3
(−1)1

2!
d0 =

(−1)2

(2.2)!
d0,

d3 = − 1

6 · 5
d2 = − −1

6 · 5
(−1)2

4!
c0 =

(−1)3

(2.3)!
d0.

Wieder mit Hilfe der vollständigen Induktion können wir zeigen, dass

dn =
(−1)n

(2n)!
d0

und folglich mit d0 = 1

y2(x) = x0
∞∑
n=0

dnx
n =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
xn =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x

2n
2 = cos(

√
x).

(b) Der Ansatz

y(x) = xρ
∞∑
n=0

cnx
n =

∞∑
n=0

cnx
n+ρ

führt auf

x2
∞∑
n=0

cn(n+ ρ)(n+ ρ− 1)xn+ρ−2︸ ︷︷ ︸
=y′′(x)

+ (x− 2x2)
∞∑
n=0

cn(n+ ρ)xn+ρ−1︸ ︷︷ ︸
=y′(x)

+ (x2 − x)

∞∑
n=0

cnx
n+ρ = 0,



∞∑
n=0

cn(n+ ρ)(n+ ρ− 1)xn+ρ +
∞∑
n=0

cn(n+ ρ)xn+ρ −
∞∑
n=0

2cn(n+ ρ)xn+ρ+1

︸ ︷︷ ︸
m=n+1

=
∑∞
m=1 2cm−1(m+ρ−1)xm+ρ

+

∞∑
n=0

cnx
n+ρ+2

︸ ︷︷ ︸
m=n+2

=
∑∞
m=2 cm−2xm+ρ

−
∞∑
n=0

cnx
n+ρ+1

︸ ︷︷ ︸
m=n+1

=
∑∞
m=1 cm−1xm+ρ

= 0,

xρ
[
c0ρ(ρ− 1) + c1(ρ+ 1)ρx+ c0ρ+ c1(ρ+ 1)x− 2c0ρx− c0x

+
∞∑
n=2

(
cn[(n+ ρ)(n+ρ− 1) + n+ ρ]− cn−1

(
2(n+ ρ− 1) + 1

)
+ cn−2

)
xn
]

= 0.

Koeffizientenvergleich liefert die determinierende Gleichung

ρ(ρ− 1) + ρ = 0 mit Nullstellen ρ1 = ρ2 = 0

und

c0 : beliebig, c1(ρ+ 1)2 − c0(2ρ+ 1)︸ ︷︷ ︸
Koeffizient vor x1

= 0 und cn =
(2n− 2ρ− 1)cn−1 − cn−2

(n+ ρ)2
, n ≥ 2.

Für ρ1 = 0 erhalten wir

c1 − c0 = 0

cn =
(2n− 1)cn−1 − cn−2

n2
, n ≥ 1.

Es gilt

c1 = c0 =
1

1!
c0,

c2 =
3c1 − c0

4
=

2c0
4

=
1

2!
c0,

c3 =
5c2 − c1

9
=

1

6
c0 =

1

3!
c0,

Wieder mit Hilfe der vollständigen Induktion können wir zeigen, dass

cn =
1

n!
c0

und folglich mit c0 = 1

y1(x) = x0
∞∑
n=0

cnx
n =

∞∑
n=0

1

n!
c0x

n = ex.

Für y2 machen wir den Ansatz

y2(x) = lnx · y1(x) +

∞∑
n=1

dnx
n, (d0 = 0).

Es gilt

x2
( −1

x2
y1(x) +

2

x
y′1(x) + lnx · y′′1(x) +

∞∑
n=2

dnn(n− 1)xn−2︸ ︷︷ ︸
=y′′2 (x)

)

+(x− 2x2)
( 1

x
y1(x) + lnx · y′1(x) +

∞∑
n=1

dnnx
n−1

︸ ︷︷ ︸
=y′1(x)

)
+ (x2 − x)

(
lnx · y1(x) +

∞∑
n=1

dnx
n
)

= 0,



lnx
(
x2y′′1(x) + (x− 2x2)y′1(x) + (x2 − x)y1(x)

)
︸ ︷︷ ︸

=0,da y1 Lösung der gegebenen DGL

−y1(x) + 2x y′1(x)︸ ︷︷ ︸
=ex

+
∞∑
n=2

dnn(n− 1)xn + y1(x)− 2x y1(x)︸ ︷︷ ︸
=ex

+
∞∑
n=1

dnnx
n

−
∞∑
n=1

2dnnx
n+1

︸ ︷︷ ︸
m=n+1

=
∑∞
m=2 2dm−1(m−1)xm

+
∞∑
n=1

dnx
n+2

︸ ︷︷ ︸
m=n+2

=
∑∞
m=3 dm−2xm

−
∞∑
n=1

dnx
n+1

︸ ︷︷ ︸
m=n+1

=
∑∞
m=2 dm−1xm

= 0,

d1x+ (4d2 − 3d1)x
2 +

∞∑
n=3

[
dnn

2 − dn−1(2n− 1) + dn−2

]
xn = 0.

Koeffizientenvergleich liefert

x1 : d1 = 0,

x2 : d2 =
3

4
d1 = 0,

xn : dn =
(2n− 1)dn−1 − dn−2

n2
= cn, n ≥ 3 ⇒ dn =

1

n!
d0 = 0, n ≥ 3.

Folglich ist

y2(x) = lnx · y1(x) = lnx · ex.

Aufgabe 2: Das gegebene Anfangswertsproblem ist äquivalent zu

~y(x) = F (x, ~y(x)) mit ~y0 = ~y(0) =

(
1
1

)
,

wobei

~y(x) =

(
u(x)
v(x)

)
und F (x, ~y(x)) =

(
u(x)

u(x) + v(x)

)
.

Die Picardschen Iteration ist durch

~yk+1(x) = ~y0 +

x∫
0

F (t, ~yk(t))dt =

(
u(0)
v(0)

)
+

x∫
0

(
uk(t)

uk(t) + vk(t)

)
dt

gegeben. Es gilt

~y1(x) =

(
u1(x)
v1(x)

)
= ~y0 +

x∫
0

(
u0(t)

u0(t) + v0(t)

)
dt =

(
1
1

)
+

x∫
0

(
1

1 + 1

)
dt

=

(
1 + x
1 + 2x

)
=

( ∑1
n=0

1
n!x

n∑1
n=0

1
n!x

n + x ·
(∑0

n=0
1
n!x

n
) ) ,

~y2(x) =

(
u2(x)
v2(x)

)
= ~y0 +

x∫
0

(
u1(t)

u1(t) + v1(t)

)
dt =

(
1
1

)
+

x∫
0

(
1 + t
2 + 3t

)
dt

=

(
1 + x+ 1

2x
2

1 + 2x+ 3
2x

2

)
=

( ∑2
n=0

1
n!x

n∑2
n=0

1
n!x

n + x ·
(∑1

n=0
1
n!x

n
) ) ,



~y3(x) =

(
u3(x)
v3(x)

)
= ~y0 +

x∫
0

(
u2(t)

u2(t) + v2(t)

)
dt =

(
1
1

)
+

x∫
0

(
1 + t+ 1

2 t
2

2 + 3t+ 2t2

)
dt

=

(
1 + x+ 1

2x
2 + 1

6x
3

1 + 2x+ 3
2x

2 + 2
3x

3

)
=

( ∑3
n=0

1
n!x

n∑3
n=0

1
n!x

n + x ·
(∑2

n=0
1
n!x

n
) ) .

Mit Hilfe der vollständigen Induktion können wir zeigen, dass

~yk(x) =

( ∑k
n=0

1
n!x

n∑k
n=0

1
n!x

n + x ·
(∑k−1

n=0
1
n!x

n
) ) .

Der Grenzwert limk→∞ ~yk(x) existiert für jedes x und ist gleich

lim
k→∞

~yk(x) = lim
k→∞

(
uk(x)
vk(x)

)
=

( ∑∞
n=0

1
n!x

n∑∞
n=0

1
n!x

n + x ·
(∑∞

n=0
1
n!x

n
) ) =

(
ex

ex + x · ex
)
.

Aufgabe 3:

(a) Die gegebene DGL ist äquivalent zu

x2y′′ − 2x2y′ +
(1

4
+ x2

)
y = 0.

Der Ansatz

y(x) = xρ
∞∑
n=0

cnx
n =

∞∑
n=0

cnx
n+ρ

führt auf

x2
∞∑
n=0

cn(n+ ρ)(n+ ρ− 1)xn+ρ−2︸ ︷︷ ︸
=y′′(x)

−2x2
∞∑
n=0

cn(n+ ρ)xn+ρ−1︸ ︷︷ ︸
=y′(x)

+
(1

4
+ x2

) ∞∑
n=0

cnx
n+ρ = 0,

∞∑
n=0

cn(n+ ρ)(n+ ρ− 1)xn+ρ −
∞∑
n=0

2cn(n+ ρ)xn+ρ+1

︸ ︷︷ ︸
m=n+1

=
∑∞
m=1 2cm−1(m+ρ−1)xm+ρ

+
∞∑
n=0

1

4
cnx

n+ρ +
∞∑
n=0

cnx
n+ρ+2

︸ ︷︷ ︸
m=n+2

=
∑∞
m=2 cm−2xm+ρ

= 0,

xρ
[
c0
(
ρ(ρ− 1) +

1

4

)
+
(
c1(ρ+ 1)ρ− 2c0ρ+

1

4
c1
)
x

+

∞∑
n=2

(
cn[(n+ ρ)(n+ ρ− 1) +

1

4
]− 2(n+ ρ− 1)cn−1 + cn−2

)
xn
]

= 0.

Koeffizientenvergleich liefert die determinierende Gleichung

ρ2 − ρ+
1

4
= 0 mit Nullstellen ρ1 = ρ2 =

1

2

und

c0 : beliebig, c1(ρ
2 + ρ+

1

4
)− 2c0ρ︸ ︷︷ ︸

Koeffizient vor x1

= 0 und cn =
2(n+ ρ− 1)cn−1 − cn−2
(n+ ρ)(n+ ρ− 1) + 1

4

, n ≥ 2.



Für ρ1 = 1
2 erhalten wir

c1 =
2 · 12

1
4 + 1

2 + 1
4

c0 = c0,

cn =
(2n− 1)cn−1 − cn−2

n2
, n ≥ 2.

Als bei Aufgabe 1 (b) können wir zeigen, dass

cn =
1

n!
c0

und folglich mit c0 = 1

y1(x) = x
1
2

∞∑
n=0

cnx
n =

∞∑
n=0

1

n!
xn =

√
xex.

Für y2 machen wir den Ansatz

y2(x) = lnx · y1(x) + x
1
2

∞∑
n=1

dnx
n, (d0 = 0).

Es gilt

x2
( −1

x2
y1(x) +

2

x
y′1(x) + lnx · y′′1(x) + x

1
2

∞∑
n=2

dnn(n− 1)xn−2︸ ︷︷ ︸
=y′′2 (x)

)

+2x2
( 1

x
y1(x) + lnx · y′1(x) + x

1
2

∞∑
n=1

dnnx
n−1

︸ ︷︷ ︸
=y′1(x)

)
+ (

1

4
+ x2)

(
lnx · y1(x) + x

1
2

∞∑
n=1

dnx
n
)

= 0,

x
1
2

[
d1x+ (4d2 − 3d1)x

2 +
∞∑
n=3

[
dnn

2 − dn−1(2n− 1) + dn−2

]
xn
]

= 0.

Koeffizientenvergleich liefert

x1 : d1 = 0,

x2 : d2 =
3

4
d1 = 0,

xn : dn =
(2n− 1)dn−1 − dn−2

n2
= cn, n ≥ 3 ⇒ dn =

1

n!
d0 = 0, n ≥ 3.

Folglich ist

y2(x) = lnx · y1(x) = lnx ·
√
xex.

(b) Die gegebene DGL ist äquivalent zu

x2y′′ + (x2 − x)y′ − xy = 0.

Der Ansatz

y(x) = xρ
∞∑
n=0

cnx
n =

∞∑
n=0

cnx
n+ρ



führt auf

x2
∞∑
n=0

cn(n+ ρ)(n+ ρ− 1)xn+ρ−2︸ ︷︷ ︸
=y′′(x)

+ (x2 − x)

∞∑
n=0

cn(n+ ρ)xn+ρ−1︸ ︷︷ ︸
=y′(x)

− x
∞∑
n=0

cnx
n+ρ = 0,

∞∑
n=0

cn(n+ ρ)(n+ ρ− 1)xn+ρ +
∞∑
n=0

cn(n+ ρ)xn+ρ+1

︸ ︷︷ ︸
m=n+1

=
∑∞
m=1 cm−1(m+ρ−1)xm+ρ

−
∞∑
n=0

cn(n+ ρ)xn+ρ −
∞∑
n=0

cnx
n+ρ+1

︸ ︷︷ ︸
m=n+1

=
∑∞
m=1 cm−1xm+ρ

= 0,

xρ
[
c0(ρ

2 − 2ρ) +
∞∑
n=1

(
cn(n+ ρ)(n+ ρ− 2) + cn−1(n+ ρ− 2)

)
xn
]

= 0. (3)

Koeffizientenvergleich liefert die determinierende Gleichung

ρ2 − 2ρ = 0 mit Nullstellen ρ1 = 2, ρ2 = 0

und

c0 : beliebig und cn = − 1

n+ ρ
cn−1, n ≥ 1.

Für ρ1 = 2 erhalten wir

c1 = −1

3
c0,

c2 = −1

4
c1 =

(−1)2

4 · 3
= 2

(−1)2

4!
c0,

c3 = −1

5
c2 = −1

5
· 2(−1)2

4!
c0 = 2

(−1)3

5!
c0.

Wieder mit Hilfe der vollständigen Induktion können wir zeigen, dass

cn = 2
(−1)n

(n+ 2)!
c0, n ≥ 0

und folglich mit c0 = 1

y1(x) = x2
∞∑
n=0

cnx
n = 2

∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 2)!
xn+2 = 2(e−x − 1 + x).

Für y2 machen wir den Ansatz

y2(x) = A lnx · y1(x) + x0
∞∑
n=0

dnx
n, A ∈ {0, 1}.

Zuerst versuchen wir mit A = 0 y2 zu bestimmen. Aus (3) folgt es

d0 : beliebig und dn[n(n− 1)− n] + dn−1(n− 2) = 0 für n ≥ 1,



d.h.

d0 : beliebig und dn = − 1

n
dn−1.

Wieder mit Hilfe der vollständigen Induktion können wir zeigen, dass

dn =
(−1)n

n!
d0

und folglich mit d0 = 1

y2(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!
xn = e−x.

Aufgabe 4: Das gegebene Anfangswertsproblem ist äquivalent zu

~y(x) = F (x, ~y(x)) mit ~y(0) =

(
0
1

)
,

wobei

~y(x) =

(
u(x)
v(x)

)
und F (x, ~y(x)) =

(
v(x)
−u(x)

)
.

Die Picardschen Iteration ist durch

~yk+1(x) = ~y0 +

x∫
0

F (t, ~yk(t))dt =

(
u(0)
v(0)

)
+

x∫
0

(
vk(t)
−uk(t)

)
dt

gegeben. Es gilt

~y1(x) =

(
u1(x)
v1(x)

)
= ~y0 +

x∫
0

(
v0(t)
−u0(t)

)
dt =

(
0
1

)
+

x∫
0

(
1
0

)
dt

=

(
x
1

)
=

( ∑0
n=0

(−1)n
(2n+1)!x

2n+1∑0
n=0

(−1)n
(2n)! x

2n

)
,

~y2(x) =

(
u2(x)
v2(x)

)
= ~y0 +

x∫
0

(
v1(t)
−u1(t)

)
dt =

(
0
1

)
+

x∫
0

(
1
−t

)
dt

=

(
x

1− 1
2x

2

)
=

( ∑0
n=0

(−1)n
(2n+1)!x

2n+1∑1
n=0

(−1)n
(2n)! x

2n

)
,

~y3(x) =

(
u3(x)
v3(x)

)
= ~y0 +

x∫
0

(
v2(t)
−u2(t)

)
dt =

(
0
1

)
+

x∫
0

(
1− 1

2 t
2

−t

)
dt

=

(
x− 1

6x
3

1− 1
2x

2

)
=

( ∑1
n=0

(−1)n
(2n+1)!x

2n+1∑1
n=0

(−1)n
(2n)! x

2n

)
.

~y4(x) =

(
u4(x)
v4(x)

)
= ~y0 +

x∫
0

(
v3(t)
−u3(t)

)
dt =

(
0
1

)
+

x∫
0

(
1− 1

2 t
2

−t+ 1
6 t

3

)
dt

=

(
x− 1

6x
3

1− 1
2x

2 + 1
24x

4

)
=

( ∑1
n=0

(−1)n
(2n+1)!x

2n+1∑2
n=0

(−1)n
(2n)! x

2n

)
.



Mit Hilfe der vollständigen Induktion können wir zeigen, dass

~y2k+1(x) =

( ∑k
n=0

(−1)n
(2n+1)!x

2n+1∑k
n=0

(−1)n
(2n)! x

2n

)
, k ≥ 0,

~y2k+2(x) =

( ∑k
n=0

(−1)n
(2n+1)!x

2n+1∑k+1
n=0

(−1)n
(2n)! x

2n

)
, k ≥ 0.

Der Grenzwert limk→∞ ~yk(x) existiert für jedes x und ist gleich

lim
k→∞

~yk(x) = lim
k→∞

(
uk(x)
vk(x)

)
=

( ∑∞
n=0

(−1)n
(2n+1)!x

2n+1∑∞
n=0

(−1)n
(2n)! x

2n

)
=

(
sinx
cosx

)
.
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