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Aufgabe 1:

(a) Das gegebene Differentialgleichungssystem ist duivalent zu

7 (t) = Ag(t), (1)
wobei
i (t) 2 -1 1
y(t) = | y2(t) und A=1|1 2 -1
ys(t) 1 -1 2
Es gilt

det(A=X)=(2-N>+1-1-2-N1—-1+1)=2-XM\-1)(\-3),

d.h. die Eigenwerte von A sind 2,1 und 3.
Zur Berechnung des Kerns von

0 -1 1
A-2I=|1 0 -1
1 -1 0

verwenden wir die folgenden Zeilenumformungen

0 -1 1\ ., (L0 -1
1 0 1 241343 43— 41 0 1 -1
1 -1 0 To A2 00 0

und lesen mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks ab

-1
E4s2) =1lin{| -1},
-1
1
d.h. ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 ist gegeben durch | 1
1
Nun zur Berechnung des Eigenvektors zum Eigenwert 1. .
1_llzZZ'ZZZ'1OO
A_T= 1 1 1 2 Lo — L4143 43— 41 0 1 -1
1 -1 1 Zg—)%;21—>21+22 00 0
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Wir bekommen mit Hilfe des (—1)-Ergdanzungstricks, dass

0
Ea(l) =lin{[ -1},
—1

d.h. ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist gegeben durch | 1

1
Ahnlich bekommen wir, dass
-1
Es3)=1n{| 0 |},
-1
1
d.h. ein Eigenvektor zum Eigenwert 3 ist gegeben durch | 0
1
Ein Fundamentalsystem von ist also gegeben durch
1 0 1
gty =e*[1], gt)=e[1], ¢s(t)=¢"[0
1 1 1
und folglich
yi(t) . . .
§(t) = | y2(t) | = C191(t) + Caga(t) + Cs93(1).
y3(t)

Das gegebene Differentialgleichungssystem ist duivalent zu

70 = A7) wie 50 = (%),

g@):@i%) und A:(_74 ;))

det(A—=X)=(7T—=XN)(B3 -\ +4=(\-5)%

wobei

Es gilt

d.h. A hat einen doppelten Eigenwert A = 5.
U1
U2

Ein Eigenvektor ist v = mit

(A—5I)17:6 <~ 2u1+v =0,
d.h. v ist z. B. (_12) Ein zweiter Eigenvektor zum Eigenwert 5 ist w = (

(A—5I)’LB:17 <~ 2w +wr=1,

d.h. w ist z. B. (1) .

Ein Fundamentalsystem von ist also gegeben durch

B1() = e <_12>  Ga(t) = (T + W) = {t (_12> + <(1)> }

w .
) mit
w



und folglich

5o o (2o ()

Mit Hilfe des Anfangwertes bestimmen wir die Konstanten C'; und Co:

0
1

DR

i-a(L)ra()L (%) = a-2a--1

Die Losung ist somit

o 2=t s
yit) = (—5+2t> €

Aufgabe 2:
(a) Es gilt
det(A—X[)=(4—=XN)B=XN)—-6=(A—-6)(A—1).

Ein Eigenvektor zum Eigenwert 6 ist ¥ = (Zl> mit

2
. 1
d.h. v ist z.B. <1>

Ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist @ = (2121) mit
2

(A-61)7=0 <= —2v;+2v2=0,

(A-Iv=0 <= 3w +2wy=0,

d.h. w ist z.B. (_23> Es gilt

1 2\ (6 0\/2 2
=06 )E Y
1 =3)\0 1)\ —&
und folglich

tA _ qtbo—1 _ (1 2 S0
¢r =5 _<1 —3)(0 ¢t

(b) Es gilt
det(A—=X)=(5—-XN)(=3 -\ +16=(A—1)%
d.h. A hat einen doppelten Eigenwert \ = 1.

Ein Eigenvektor ist v = Zl mit

d.h. v ist z.B. (f)

. . . . . w .
Ein zweiter Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist w = <w1> mit
2

A-DNw=0 <= 4w —8wy =2,



1
d.h. w ist z.B. <(2)> Es gilt

und folglich

2 2\ (e te'\ (0 1 Ate! + et —8te!
tA _ g tDg-1 _ 2 =
¢ =5eTs (1 0) (o et> (2 —4) ( et et —det)

%et + %€6t N t %etfs + %eﬁ(tfs) _%etfs + %eﬁ(tfs) es J
_3 t 4 §€6t> /(; <_g t—s | %eﬁ(t—s) %et—s + %66(15—3) ) (e2s> S
%6 + %th > N /t <—§€8+t + %eﬁt—&s + %eﬁt—4s + §6t> J

t ) %eert + %eﬁtﬂss + %6615745 _ %et S

5
%e + %e& %tet + el — e + é—leﬁt
3 6t |t _§t€t_?8 ¢ 1 2t+91 6t
5

—5¢ T3¢ 25¢ T 367 + 5¢
_ 2te! + %—?:et —1e¥ + %eﬁt .
—3tet — J3et + S + pebt
Aufgabe 4:
(a) Das gegebene Differentialgleichungssystem ist duivalent zu
7(t) = Ay(t), (3)
wobei
y1(t) -1 1 1
g(t) = | y2(t) und A=[1 -1 1
a(1) 11—
Es gilt

det(A—=X) = (=1 =A3+1+1—(=1=N)1+1+1)=(1-NA\+2)?

d.h. die Eigenwerte von A sind Ay =1 und Ay 3 = —2.
Zur Berechnung des Kerns von

verwenden wir die folgenden Zeilenumformungen

-2 1 1 1 0 -1
I\ =223 20— Za+271; 43—~ Z3—2Z1; 0 1 —1

Zo—Z2[(—3);Z3—Z3—2Z2,21=2Z1+22> 00 0

1 1 -2



und lesen mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks ab

-1
Es2) =1lin{| -1},
-1
1
d.h. ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist gegeben durch | 1
1
Nun zur Berechnung der Eigenvektoren zum Eigenwert —2. .
1 11 1 11
At2r=|1 1 1| 2222219 0 0
11 1) #7270 \o 0 0
Wir bekommen mit Hilfe des (—1)-Ergdanzungstricks, dass
1 1
Es2)=1lin{| 0 |,[-1]},
-1 0
1 1
d.h. die Eigenvektoren zum Eigenwert —2 sind gegeben durch | 0 | und | —1
-1 0
Ein Fundamentalsystem von ist also gegeben durch
1 1 1
o) =€ | 1], at)=e| 0], ea(t)=e -1
1 -1 0
und folglich
yi(t) . . .
y(t) = [ 12(t) | = C161(t) + Caa(t) + C3p3(t).
y3(t)
Das gegebene Differentialgleichungssystem ist duivalent zu
X'(t) = AX(t),
wobei
2o _ (V) _ (4 1
X(t) = ( (t)> und A= <5 5
Es gilt

det(A—AXI) = (4—=XN)(2—X)+5=)%—6\+13.

Die Eigenwerte von A sind somit A\j 2 = 3 & 2i.

Ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = 3 + 2 ist v = <Zl> mit
2

(A-—(3+20)NT=0 <= (1-2i)v; —vy=0,



1
1-2:

e 1
3—2¢ist w= <1—|—2i>'
Es gilt

d.h. v ist z. B. < ) Ahnlich erhalten wir, dass ein Eigenvektor zum Eigenwert Ay =

1 ; 1
(3+2i)t 3t o
(1 B 21') e = (1 B 22.) e’ (cos(2t) + isin(2t))

al <cos(2tc)oi( 22ts),1n(2t)> o <sin(2t§iri(§tgos(2t>) |

Ein reelles Fundamentalsystem zum ist dann gegeben durch

T4y — B3t cos(2t) 2N 3t sin(2t)
o(t) = e’ <cos(2t) + 2 sin(2t)) , Ha(t) = ¢’ <sin(2t) -2 cos(2t))

und folglich

X(t) = <y(t)> = C161(t) + Caa(t)

( 3 (Cy cos(2t) + Cy sin(2t)) )
e® (C(cos(2t) + 2sin(2t)) + Ca(sin(2t) — 2 cos(2t)) ) °

Aufgabe 5: Es gilt

det(A— M) =(5—M\)(4—X)(—4— ) —36 — 36+ 12(5 — \) + 18(4 — \) — 6(—4 — \)
=-A-1(A-2)?

d.h. die Eigenwerte von A sind A\; =1 und Ap3 = 2.
Zur Berechnung des Kerns von

4 —6 —6
A-I=[-1 3 2
3 —6 -5

verwenden wir die folgenden Zeilenumformungen

-2 1 1
1 2 1 Z1~>Z2;Z2~)Z274Z1;Z3~>Z373Z1;

1 1 _9 ZQ—>Zz/6;Z3—>Z3—ZQ/2721:Z1+3Z2

-1

10
0 1
0 0

O Wi

und lesen mit Hilfe des (—1)-Ergédnzungstricks ab

-1
Ea(l) =lin{[ 1 |},
-1
3
d.h. ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist gegeben durch | —1
3
Zur Berechnung des Kerns von
3 —6 —6
A-2I=(-1 2 2



verwenden wir die folgenden Zeilenumformungen

3 —6 -6 Ta—s T —Z1: 21— 71 /3; 1 =2 -2
1 9 9 3—2Z3—21;21—21/3; 0 0
3 -6 -6 Lot 0 0 0

und lesen mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks ab

-2 -2
Es2)=1in{| 0 |, -1]},
-1 0
2 2
d.h. die Eigenvektoren zum Eigenwert 2 sind gegeben durch [ 0 | und [ 1
1 0
Damit hat man
3 2 2 1 00 -1 2 2
A=|-1 0 1 02 0 3 —6 -5
3 1 0 0 0 2 -1 3 2
=:5 =:D :Sfl
und es folgt
3 2 2 et 0 0 -1 2 2
A =8etPs I =1-1 0 1]|0 e* 0 3 —6 -5
3 10 0 0 €*/ \-1 3 2
—3et + 462t Gel — Ge?t 6et — 6e2t
= el — e2t —2¢t +3e2t  —2¢et + 2%

—3et +3e2t  Get — 6e?t Get — Het

1= (s %)

det(A—N) = (1-M\)(2—\) —6=(—4)A+1),

Aufgabe 6: Fiir

gilt es

d.h. die Eigenwerte von A sind 4 und —1.
Ein Eigenvektor zum Eigenwert A = 4 ist ¥ = (21> mit
2

(A—4NT=0 <= —3v+2v=0,

L. 2
d.h. v ist z.B <3)

Ahnlich erhalten wir, dass ein Eigenvektor zum Eigenwert A = —1 ist @ = (_11> und somit ist

)
——

Folglich
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Mit Variation der Konstanten erhalt man
t
J(t) = ett0AG() + / =94 (s)ds
%64(t_t0) + %e_(t_to) %64(t_t0) — %6_(t_t0) yOl
- (ge4(t_t0) — %e_(t_t()) %84(t_t0) _|_ ge_(t_t0)> <y02>
t /2 _A(t—s 3 —(t—s 2 _4(t—s 2 —(t—s
+/ <ge4its; i gefitfs; §€4Etfs; N geits;> < > > ds
w0 \E€ —ze se + ze —4s
+

B L R g i TR
edt=t) (Byoy + Byop — Sto — &) + e (= Byor + Zyo + Ko — ) — e 4 2
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http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm3etec2014w/

