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Aufgabe 1: Die gegebene Differentialgleichung ist eine Transportgleichung mit
1
a=3, glz,t)= §ex+t und  f(x) = e % + 3752,
Thre Losung ist gegeben durch

u(z,t) = f(xz —3t) + /g(a: —3(t—s),s)ds
0

63:—3(t—s)+sd8

N =

t
:e—(a:—3t)+36—5(m—3t)+/
0

t
:e—(x—3t)+3e—5(ac—3t)+;e;t—St/e4st
0

_ 6—(x—3t) + 36—5(:(:—3t) + ler—‘rt - lex—Bt.

8 8
Aufgabe 2: Die gegebene Differentialgleichung ist dquivalent zu

(‘11) Vu(w,t) = (1)

——
:5@:; u) :b((x,t),u)

u(z,0) = cosz,.
=f(x)

Zur Parametrisierung der z-Achse verwenden wir den reellen Parameter £, hier ist I' = {(&,0) :
¢ € R}. Das charakteristische System und die Anfangsbedingungen lauten

P(s) = (ks = () - ()
W (s) = B(R(s), w(s)) = w?(s) w(0) = £(€) = cos€
mit Losung
k:l(s, f) 4s + f
k2(875) = S
w(s,€) et

Wir haben

E(s,):<x> = s=t{=x—4t
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und somit ist

cos(x — 4t)
u(z,t) = w(t,x — 4t) = T~ tcos(s — 41"

Aufgabe 3: Radialsymmetrische Funktionen sind von der Form

u(Z) = g(r) mit r=|z|.
Es gilt
dg dr , T; PN 7
Uy = —— =0 (1) ——=———== =9 (1) —,
* dr dz; ()w/x%—i—x%—i—x% ()T
d%g s dr\2 dgd®r ") x? ( )x%—i—x%—i-m%—m?
“xw:ﬁ< ) T a2 9\ s s 5T g\r 3
dr? \dz; dr dz; ]+ vy + 23 x%—kx%—i—x%?
2 2 2
_n Z; / Y=
= g () g ()

und folglich
Au(f) = Uz, + Uzoxo + Ugyxo

2 2 2 2 2 2 2
a o X 37” — (T X e
g”(r)( 1+ 7-3 + 3) g'(r)( ( 1:‘3 5+ 3))

() + 40 ()

— (1) + 24(0)

und

Au()=-1 = J¢"(r)+ %g/(r) =-1.

Mit h(r) = ¢'(r) ist diese Gleichung #iquivalent zu
2
B'(r) + =h(r) = —1.
r

Die Losung dieser linearen Differentialgleichung ist

Ci 1
h(r):r—;—gr, CieR,r#0

und somit

u(a‘c’):g(r):/h(r)dr:—cl—17“2—1—02, C,Cy e R, r #0.

Aufgabe 4: Die gegebene Differentialgleichung ist eine Transportgleichung mit

22

a= 3, g(x,t) =sinte” ' und f(z)=e 7.

Ihre Losung ist gegeben durch

(3t—2z)2
—e 8 _’_efcost_’_efl'



Aufgabe 5:

(a) Die gegebene Differentialgleichung ist dquivalent zu

<1+“($7”> Vu(z,t) = 0,

1 ()
—_— =5((z,)u
:Zi((:):,t),u)
u(z,0)=1—=z.
—~—
=f(z)

Zur Parametrisierung der x-Achse verwenden wir den reellen Parameter &, hier ist I' =
{(§,0) : £ € R}. Das charakteristische System und die Anfangsbedingungen lauten

Fi(s) = (R (s),w(s)) = (1 +f(5>> F(0) = @
W/ (s) = b(K(s),w(s)) =0 w(0) = f(§) =1-¢

Zuerst 16sen wir die dritte Gleichung;:

G(s)=0 &  w(s€) =const=w(0)=1-¢.
Folglich ist die erste Gleichung
ki(s)=1+1—-£6=2—-¢ mit k(0)=¢
und ihre Losung ist

ki(s, ) = (2= &)s + &

Die Losung der zweiten Gleichung ist

Wir haben

und somit ist

xr — 2t _1—x+t

u(z,t) = w(t, 1—t)_ T3

(b) Die gegebene Differentialgleichung ist dquivalent zu

(x) Vule,y) = ule,y) + 1,
Y N—
:E((aj,y),u)

Zur Parametrisierung von I' verwenden wir den reellen Parameter &, hier ist I' = {(¢, £?) :
¢ € R}. Das charakteristische System und die Anfangsbedingungen lauten

Fo) = alf(s) () = (1)) i - (&)
W'(s) = b(k(s),w(s)) = w(s) + 1 w(0) = f(&) = €

I
o



mit Losung

k1(37£) ges
ka(s,8) | = e’ .
W(S,g) 52 S—14¢°
Wir haben
2
k — (7 () =Y
k(s,f)-(y) = s—ln(y>,§ .
und somit ist
22\ 2
u(z,t) = w(ln(;),;) —y-i-? -1
Aufgabe 6:
(z,y) = (rcosp,rsing) < r= \/m und ¢ = arctan Q.
x
Es gilt
Ovdr v dyp
Ozule,y) = or 0z ' dp Ox
z 1 () x (—y)
= gt o—— W gy + ,
VEER T () S ey T
0%v 0r\2 Ovd*r Ov 0p\2 Ovd’p
o) = 55 (55) + 5rawr + 9, (3n) T 5,007
2 2 2
Y Y 2xy
=0V ———5 + Opv + O,
P e T @ T )
ov (97" v Oy
Oyu,y) = or By &p Oy
1 1 Y T
= 8 V—— + a V————5— — 81/(1 + )
NeEaw Ly VR
O d*r v 0p\2 v d*p
Ol ) ( ) ar Oy? &p( y) A Oy?
2 z? 2 —2zy
= OppV—5——5 + Orv + 0
P e T @ T )
und somit ist
AU(%, y) = 8xzu(x7 y) + 8yyu($v y)
x? 4 92 z2 4 o2 z2 4 o2 2y — 2zy
z? +y (22 4 42)2 (% + y?) (* 4+ y?)
1 1
= Oppv + Opv 5 ooV 5 5
% +y?)2 +
1
= Oppv + 8v+ &Wv
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