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Lösungsvorschläge zum 6. Übungsblatt

Aufgabe 1: Die gegebene Differentialgleichung ist eine Transportgleichung mit

a = 3, g(x, t) =
1

2
ex+t und f(x) = e−x + 3e−5x.

Ihre Lösung ist gegeben durch

u(x, t) = f(x− 3t) +

t∫
0

g(x− 3(t− s), s)ds

= e−(x−3t) + 3e−5(x−3t) +

t∫
0

1

2
ex−3(t−s)+sds

= e−(x−3t) + 3e−5(x−3t) +
1

2
ex−3t

t∫
0

e4sds

= e−(x−3t) + 3e−5(x−3t) +
1

8
ex+t − 1

8
ex−3t.

Aufgabe 2: Die gegebene Differentialgleichung ist äquivalent zu(
4
1

)
︸︷︷︸

=~a
(
(x,t),u

)
·∇u(x, t) = u2(x, t)︸ ︷︷ ︸

=~b
(
(x,t),u

),
u(x, 0) = cosx︸ ︷︷ ︸

=f(x)

.

Zur Parametrisierung der x-Achse verwenden wir den reellen Parameter ξ, hier ist Γ = {(ξ, 0) :
ξ ∈ R}. Das charakteristische System und die Anfangsbedingungen lauten

~k′(s) = ~a
(
~k(s), ω(s)

)
=

(
4
1

)
~k(0) =

(
ξ
0

)
ω′(s) = ~b

(
~k(s), ω(s)

)
= ω2(s) ω(0) = f(ξ) = cos ξ

mit Lösung k1(s, ξ)k2(s, ξ)
ω(s, ξ)

 =

 4s+ ξ
s

cos ξ
1−s cos ξ

 .

Wir haben

~k(s, ξ) =

(
x
t

)
⇐⇒ s = t, ξ = x− 4t
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und somit ist

u(x, t) = ω(t, x− 4t) =
cos(x− 4t)

1− t cos(x− 4t)
.

Aufgabe 3: Radialsymmetrische Funktionen sind von der Form

u(~x) = g(r) mit r = ‖x‖.

Es gilt

uxi =
dg

dr

dr

dxi
= g′(r)

xi√
x21 + x22 + x23

= g′(r)
xi
r
,

uxixi =
d2g

dr2

( dr

dxi

)2
+

dg

dr

d2r

dx2i
= g′′(r)

x2i
x21 + x22 + x23

+ g′(r)
x21 + x22 + x23 − x2i
x21 + x22 + x23

3
2

= g′′(r)
x2i
r2

+ g′(r)
r2 − x2i
r3

und folglich

∆u(~x) = ux1x1 + ux2x2 + ux2x2

= g′′(r)
(x21 + x22 + x23

r2

)
+ g′(r)

(3r2 − (x21 + x22 + x23)

r3

)
= g′′(r)

(r2
r2

)
+ g′(r)

(3r2 − r2

r3

)
= g′′(r) +

2

r
g′(r)

und

∆u(~x) = −1 ⇐⇒ g′′(r) +
2

r
g′(r) = −1.

Mit h(r) = g′(r) ist diese Gleichung äquivalent zu

h′(r) +
2

r
h(r) = −1.

Die Lösung dieser linearen Differentialgleichung ist

h(r) =
C1

r2
− 1

3
r, C1 ∈ R, r 6= 0

und somit

u(~x) = g(r) =

∫
h(r)dr = −C1

r
− 1

6
r2 + C2, C1, C2 ∈ R, r 6= 0.

Aufgabe 4: Die gegebene Differentialgleichung ist eine Transportgleichung mit

a =
3

2
, g(x, t) = sin te− cos t und f(x) = e−

x2

2 .

Ihre Lösung ist gegeben durch

u(x, t) = f(x− 3

2
t) +

t∫
0

g(x− 3

2
(t− s), s)ds

= e−
(x− 3

2 t)2

2 +

t∫
0

sin se− cos sds

= e
(3t−2x)2

8 +

t∫
0

e− cos sd(− cos s)

= e
(3t−2x)2

8 + e− cos t + e−1.



Aufgabe 5:

(a) Die gegebene Differentialgleichung ist äquivalent zu(
1 + u(x, t)

1

)
︸ ︷︷ ︸

=~a
(
(x,t),u

)
·∇u(x, t) = 0︸︷︷︸

=~b
(
(x,t),u

),
u(x, 0) = 1− x︸ ︷︷ ︸

=f(x)

.

Zur Parametrisierung der x-Achse verwenden wir den reellen Parameter ξ, hier ist Γ =
{(ξ, 0) : ξ ∈ R}. Das charakteristische System und die Anfangsbedingungen lauten

~k′(s) = ~a
(
~k(s), ω(s)

)
=

(
1 + ω(s)

1

)
~k(0) =

(
ξ
0

)
ω′(s) = ~b

(
~k(s), ω(s)

)
= 0 ω(0) = f(ξ) = 1− ξ.

Zuerst lösen wir die dritte Gleichung:

ω′(s) = 0 ⇔ ω(s, ξ) = const = ω(0) = 1− ξ.

Folglich ist die erste Gleichung

k′1(s) = 1 + 1− ξ = 2− ξ mit k1(0) = ξ

und ihre Lösung ist

k1(s, ξ) = (2− ξ)s+ ξ.

Die Lösung der zweiten Gleichung ist

k2(s, ξ) = s.

Wir haben

~k(s, ξ) =

(
x
t

)
⇐⇒ s = t, ξ =

x− 2t

1− t

und somit ist

u(x, t) = ω(t,
x− 2t

1− t
) =

1− x+ t

1− t
.

(b) Die gegebene Differentialgleichung ist äquivalent zu(
x
y

)
︸︷︷︸

=~a
(
(x,y),u

)
·∇u(x, y) = u(x, y) + 1︸ ︷︷ ︸

=~b
(
(x,y),u

) ,
u(x, y) = x2︸︷︷︸

=f(x)

auf Γ = {(x, y) : y = x2}.

Zur Parametrisierung von Γ verwenden wir den reellen Parameter ξ, hier ist Γ = {(ξ, ξ2) :
ξ ∈ R}. Das charakteristische System und die Anfangsbedingungen lauten

~k′(s) = ~a
(
~k(s), ω(s)

)
=

(
k1(s)
k2(s)

)
~k(0) =

(
ξ
ξ2

)
ω′(s) = ~b

(
~k(s), ω(s)

)
= ω(s) + 1 ω(0) = f(ξ) = ξ2



mit Lösung k1(s, ξ)k2(s, ξ)
ω(s, ξ)

 =

 ξes

ξ2es

ξ2es − 1 + es

 .

Wir haben

~k(s, ξ) =

(
x
y

)
⇐⇒ s = ln

(x2
y

)
, ξ =

y

x

und somit ist

u(x, t) = ω(ln
(x2
y

)
,
y

x
) = y +

x2

y
− 1.

Aufgabe 6:

(x, y) = (r cosϕ, r sinϕ) ⇔ r =
√
x2 + y2 und ϕ = arctan

y

x
.

Es gilt

∂xu(x, y) =
∂v

∂r

∂r

∂x
+
∂v

∂ϕ

∂ϕ

∂x

= ∂rv
x√

x2 + y2
+ ∂ϕv

1

1 +
(
y
x

)2 (−y)

x2
= ∂rv

x√
x2 + y2

+ ∂ϕv
(−y)

x2 + y2
,

∂xxu(x, y) =
∂2v

∂r2

(∂r
∂x

)2
+
∂v

∂r

∂2r

∂x2
+
∂v

∂ϕ

(∂ϕ
∂x

)2
+
∂v

∂ϕ

∂2ϕ

∂x2

= ∂rrv
x2

x2 + y2
+ ∂rv

y2

(x2 + y2)
3
2

+ ∂ϕϕv
y2

(x2 + y2)2
+ ∂ϕ

2xy

(x2 + y2)2
,

∂yu(x, y) =
∂v

∂r

∂r

∂y
+
∂v

∂ϕ

∂ϕ

∂y

= ∂rv
y√

x2 + y2
+ ∂ϕv

1

1 +
(
y
x

)2 1

x
= ∂rv

y√
x2 + y2

+ ∂ϕv
x

x2 + y2
,

∂yyu(x, y) =
∂2v

∂r2

(∂r
∂y

)2
+
∂v

∂r

∂2r

∂y2
+
∂v

∂ϕ

(∂ϕ
∂y

)2
+
∂v

∂ϕ

∂2ϕ

∂y2

= ∂rrv
y2

x2 + y2
+ ∂rv

x2

(x2 + y2)
3
2

+ ∂ϕϕv
x2

(x2 + y2)2
+ ∂ϕ

−2xy

(x2 + y2)2

und somit ist

∆u(x, y) = ∂xxu(x, y) + ∂yyu(x, y)

= ∂rrv
x2 + y2

x2 + y2
+ ∂rv

x2 + y2

(x2 + y2)
3
2

+ ∂ϕϕv
x2 + y2

(x2 + y2)2
+ ∂ϕ

2xy − 2xy

(x2 + y2)2

= ∂rrv + ∂rv
1

(x2 + y2)
1
2

+ ∂ϕϕv
1

x2 + y2

= ∂rrv +
1

r
∂rv +

1

r2
∂ϕϕv.
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