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Aufgabe 1: Mit dem Separationsansatz u(x,y) = v(x)w(y),v # 0,w # 0 ist die gegebene
Differentialgleichung dquivalent zu
" "
V@) + ol ) =0 & SO W)
v(z) w(y)
Da die linke Seite nicht von y und die rechte Seite nicht von x abh#ngt, geht dies nur, wenn es
eine Konstante A € R gibt mit

Vi(z) _ wy) _

v(@)  wly)
Dies fiithrt auf
v"(x) = Av(z) =0 mit v(0)=0, v(2)=0 (1)
und
w”’(y) + Aw(y) =0 mit w(0) =0, (2)

wobei wir auch die Randbedingungen des urspriinglichen Problems beriicksichtigt haben.
Die Losung der ersten Gleichung ist
C1eV e 4 Cpe= VAT, fiir A > 0,
v(z) = C1 + Cox, fiir A =0,
Cisin(v—Az) + Cycos(vV—Ax), fiir A < 0.
Die Randbedingungen implizieren
Ci=-0Cy=0, fir A > 0,
Ci=0Cy=0, fir A =0,
Co=0 und 2V/-A=0+nmneN & X=X, =22 fir <0,

d.h. die Losung der Gleichung ist

nm

vp(x) = C7 sin (?x>
Jetzt betrachten wir die Gleichung mit A =\, = —#. Thre Losung ist
wy(y) = CPe2Y + Cle™ 2V

und mit Hilfe des Anfangswertes erhalten wir C§ = —C}.
Zusammen haben wir also Losungen

Un(2,y) = vn(T)wn(y)
= (C}'sin (%rﬂU) [Cge%y — Cle”2Y| = 207CY sin <n77rx) sinh (n—ﬂy)

—— 2
=:A,
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und formell (nur wenn diese Reihe einen Sinn hat!)

u(z,y) = iun(az,y) = iAn sin (%x) sinh (%y)
n=0 n=0

Wegen u(z, 1) = sin(rz) folgt (durch Koeffizientenvergleich) Ao = —t— und A,, = 0 fiir n # 2.
D.h. die Losung der gegebenen Differentialgleichung ist

. .
u(z,y) = - sin(ma) sinh(7y).

Aufgabe 2: Mit dem Separationsansatz u(z,t) = v(z)w(t),v # 0,w # 0 ist die gegebene
Differentialgleichung dquivalent zu

Da die linke Seite nicht von ¢ und die rechte Seite nicht von = abhéingt, geht dies nur, wenn es
eine Konstante A € R gibt mit

Dies fiihrt auf
V()= do(z) =0 mit v(0) =0, v(1)=0 (3)

und
w'(t) — Mw(t) =0, (4)

wobei wir auch die Randbedingungen des urspriinglichen Problems beriicksichtigt haben.
Die Losung der ersten Gleichung ist

Cleﬁx + Cge_ﬁx, fir A > 0,
U(w) =< Cq + (o, fir A =0,
C1sin(vV—Az) + Cycos(v—Ax), fiir A < 0.

Die Randbedingungen implizieren

Ci=-0Cy=0, fir A > 0,
Ci=0Cy=0, fir A =0,
Co=0 und vV-A=0+nmneN & X=)\,=-n?7% firl<O0,

d.h. die Losung der Gleichung ist
vp(z) = CT sin(nrx).
Jetzt betrachten wir die Gleichung mit A = A\, = —n?72. Ihre Losung ist
wn(t) = Che ™™,
Zusammen haben wir also Losungen

tn (2, 1) = v (2)wn (1) = CTCY sin(nrz)e ™ ™!
N——"

=:A,



und formell (nur wenn diese Reihe einen Sinn hat!)

2

oo oo
u(x,t) = Z Up(z,t) = Z Ay sin(nmzx)e™ ™~
n=0 n=0

Wegen u(z,0) = 6sin(nx) folgt (durch Koeffizientenvergleich) A; = 6 und A,, = 0 fiir n # 1.
D.h. die Losung der gegebenen Differentialgleichung ist

u(z,t) =6 sin(wx)eiﬂ%.

Aufgabe 3: Da f(x) =sinz € C?(R) und g(v) = cosx € C*(R) folgt

T+t
1 1
u(zx,t) = §(sin(m+t)+sin(x - t)) + 3 / cosy dy

=f(z+t) =f(z—t) 7=t =g(y)
1 . . 1 . T+t
=3 ( sin(x + t) + sin(zx — t)) + 5 sin

r—t

= sin(z + t).

Aufgabe 4: Mit dem Separationsansatz u(z,y) = v(z)w(y),v # 0,w # 0 ist die gegebene
Differentialgleichung dquivalent zu
v'(x) _ w'(y)

Da die linke Seite nicht von y und die rechte Seite nicht von  abhéngt, geht dies nur, wenn es
eine Konstante A € R gibt mit

V'(z) _ w(y)

w0 e
Dies fiihrt auf
V" (z) — M(z) =0 (5)
und
w”’(y) + Aw(y) =0 mit w(0) =0, w(r)=0, (6)

wobei wir auch die Randbedingungen des urspriinglichen Problems beriicksichtigt haben.
Die Losung der zweiten Gleichung ist

CreV= 4 Che= VA, fiir A < 0,
w(y) = q C1 + Cay, fiir A =0,
Cysin(v/Ay) + Cy cos(vVAy),  fiir A > 0.

Die Randbedingungen implizieren

Ch=-0Cy =0, fiir A <0,
0120220, fiir)\:o,
Co=0 und VIr=0+nm,neN & X=\,=n2 fir\>0,

d.h. die Losung der Gleichung @ ist

wn(y) = CF sin(ny).



Jetzt betrachten wir die Gleichung mit A = )\, = n?. Ihre Losung ist
vp(x) = Cye™ + Cle ™.
Zusammen haben wir also Losungen

Un(x7 y) = Un(x)wn(y)
- (c;}em + cz;e—m) O7 sin(ny) = (c;lcg; enT 4 CRCOT e—m") sin(ny)
—— ——

=:An =:Bn
und formell (nur wenn diese Reihe einen Sinn hat!)
u(z,y) = Z un(x,y) = Z (Anem” + Bne*m> sin(ny).
n=0 n=0

Wegen u(0,y) = —sin(y) folgt (durch Koeffizientenvergleich) A; + B; = —1 und 4,, = 0 fiir
n # 1. Da

u(l,y) = (14161 +(—1—-Ay) 6_1) siny = siny,
—_———
=B

folgt Ay = 6_% D.h. die Losung der gegebenen Differentialgleichung ist

1
u(z,y) = (Zi_ 1635 s i 1 e_a”) sin y.
=—1-4A;

Aufgabe 5: Mit dem Separationsansatz u(x,t) = v(x)w(t),v # 0,w # 0 ist die gegebene
Differentialgleichung dquivalent zu

v(x) _ w'(t)

v(z)  w(t)’

v(z)w' (t) =" (2)w(t) &

Da die linke Seite nicht von ¢ und die rechte Seite nicht von = abhéngt, geht dies nur, wenn es
eine Konstante A € R gibt mit

o(z)  wlt) A
Dies fiithrt auf
v(x) = dv(z) =0 mit ' (0) =0, 2'(1)=0 (7)
und
w'(t) — Mw(t) =0, (8)

wobei wir auch die Randbedingungen des urspriinglichen Problems beriicksichtigt haben.
Die Losung der ersten Gleichung ist
016\51 + 026—\/%:’ fir A > 0,
v(z) =< C1 + Oz, fiir A =0,
Cysin(v/ —Az) + Cycos(v—Az), fir A <0
und folglich

Cnﬁeﬁx — C’gﬁe_ﬁx, fir A > 0,
v'(z) = { Co, fiir A =0,
C1v —Acos(vV—Azx) — Cav/—Asin(v/—Azx), fiir A <0.



Die Randbedingungen implizieren
Ci =0 =0, fir A > 0,
Ce =0, fiir A =0,
Ci=0 und vV-A=0+nmnecN & X=)\,=-n?7% fir)<O0,
d.h. die Losung der Gleichung ist

o) = CT, fir A =0,
" C3 cos(nmz), fiir A <O0.

Jetzt betrachten wir die Gleichung mit A = A\, = —n?72. Thre Losung ist

cy, fiir A =0,
Cre ™™t fiir A < 0.

wn(t) = Cpe ™™ = {

Zusammen haben wir also Lésungen
Ccrey, fir A =0,
——

Un (2, ) = vp(2)wp(t) = { =H4n
(1) (@)wn(?) CHCY cos(nmz)e ™™t fiir A < 0.
——

=:Bp,
und formell (nur wenn diese Reihe einen Sinn hat!)

= % 4. .
“<xvt>=2un(w7t>:{z"o | iir A =0,
n=0

Yool o Bn cos(nrz)e ™™t fiir A < 0.

Hier kann man A = 0 ausschlieen, da sonst u(x,0) = cos(mz) — 4 cos(67z) nicht erfullt sein
konnte. Da fiir A < 0
u(x,0) = By, cos(nmx) = cos(mx) — 4 cos(6mx),

folgt (durch Koeflizientenvergleich) By = 1,Bs = —4 und B, = 0 fiir n ¢ {1,6}. D.h. die
Losung der gegebenen Differentialgleichung ist

u(z,t) = cos(wx)e*”% - 4cos(67rw)e*36“2t.
Aufgabe 6: Mit

v(x,t) == u(2x,t).

gilt es
Ouv(x,t) — Opv(x,t) = Opu(z,t) — 40zu(x, t) = 0,
v(z,0) = u(2z,0) = \O’_/,
=f(z)
ov(x,0) = du(2x,0) = \j%c:).

Da f € C?(R) und g(x) € C*(R) folgt

1 1
v(z,t) = §-O+§ / 2y dy
z—t =g(y)
1 9 T+t
= -y = 2zt
2 T—t

und deswegen

http://www.math.kit.edu/ianal/lehre/hm3etec2014w/


http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm3etec2014w/

