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Lösungsvorschläge zum 8. Übungsblatt

Aufgabe 1: Mit dem Separationsansatz u(x, y) = v(x)w(y), v 6= 0, w 6= 0 ist die gegebene
Differentialgleichung äquivalent zu

v′′(x)w(y) + v(x)w′′(y) = 0 ⇔ v′′(x)

v(x)
= −w

′′(y)

w(y)
.

Da die linke Seite nicht von y und die rechte Seite nicht von x abhängt, geht dies nur, wenn es
eine Konstante λ ∈ R gibt mit

v′′(x)

v(x)
= −w

′′(y)

w(y)
= λ.

Dies führt auf

v′′(x)− λv(x) = 0 mit v(0) = 0, v(2) = 0 (1)

und

w′′(y) + λw(y) = 0 mit w(0) = 0, (2)

wobei wir auch die Randbedingungen des ursprünglichen Problems berücksichtigt haben.
Die Lösung der ersten Gleichung ist

v(x) =


C1e

√
λx + C2e

−
√
λx, für λ > 0,

C1 + C2x, für λ = 0,

C1 sin(
√
−λx) + C2 cos(

√
−λx), für λ < 0.

Die Randbedingungen implizieren
C1 = −C2 = 0, für λ > 0,

C1 = C2 = 0, für λ = 0,

C2 = 0 und 2
√
−λ = 0 + nπ, n ∈ N ⇔ λ = λn = −n2π2

4 , für λ < 0,

d.h. die Lösung der Gleichung (1) ist

vn(x) = Cn1 sin
(nπ

2
x
)
.

Jetzt betrachten wir die Gleichung (2) mit λ = λn = −n2π2

4 . Ihre Lösung ist

wn(y) = Cn3 e
nπ
2
y + Cn4 e

−nπ
2
y

und mit Hilfe des Anfangswertes erhalten wir Cn3 = −Cn4 .
Zusammen haben wir also Lösungen

un(x, y) = vn(x)wn(y)

= Cn1 sin
(nπ

2
x
)[
Cn3 e

nπ
2
y − Cn3 e−

nπ
2
y
]

= 2Cn1C
n
3︸ ︷︷ ︸

=:An

sin
(nπ

2
x
)

sinh
(nπ

2
y
)
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und formell (nur wenn diese Reihe einen Sinn hat!)

u(x, y) =
∞∑
n=0

un(x, y) =
∞∑
n=0

An sin
(nπ

2
x
)

sinh
(nπ

2
y
)
.

Wegen u(x, 1) = sin(πx) folgt (durch Koeffizientenvergleich) A2 = 1
sinhπ und An = 0 für n 6= 2.

D.h. die Lösung der gegebenen Differentialgleichung ist

u(x, y) =
1

sinhπ
sin(πx) sinh(πy).

Aufgabe 2: Mit dem Separationsansatz u(x, t) = v(x)w(t), v 6= 0, w 6= 0 ist die gegebene
Differentialgleichung äquivalent zu

v(x)w′(t) = v′′(x)w(t) ⇔ v′′(x)

v(x)
=
w′(t)

w(t)
.

Da die linke Seite nicht von t und die rechte Seite nicht von x abhängt, geht dies nur, wenn es
eine Konstante λ ∈ R gibt mit

v′′(x)

v(x)
=
w′(t)

w(t)
= λ.

Dies führt auf

v′′(x)− λv(x) = 0 mit v(0) = 0, v(1) = 0 (3)

und

w′(t)− λw(t) = 0, (4)

wobei wir auch die Randbedingungen des ursprünglichen Problems berücksichtigt haben.
Die Lösung der ersten Gleichung ist

v(x) =


C1e

√
λx + C2e

−
√
λx, für λ > 0,

C1 + C2x, für λ = 0,

C1 sin(
√
−λx) + C2 cos(

√
−λx), für λ < 0.

Die Randbedingungen implizieren
C1 = −C2 = 0, für λ > 0,

C1 = C2 = 0, für λ = 0,

C2 = 0 und
√
−λ = 0 + nπ, n ∈ N ⇔ λ = λn = −n2π2, für λ < 0,

d.h. die Lösung der Gleichung (3) ist

vn(x) = Cn1 sin(nπx).

Jetzt betrachten wir die Gleichung (4) mit λ = λn = −n2π2. Ihre Lösung ist

wn(t) = Cn3 e
−n2π2t.

Zusammen haben wir also Lösungen

un(x, t) = vn(x)wn(t) = Cn1C
n
3︸ ︷︷ ︸

=:An

sin(nπx)e−n
2π2t



und formell (nur wenn diese Reihe einen Sinn hat!)

u(x, t) =
∞∑
n=0

un(x, t) =
∞∑
n=0

An sin(nπx)e−n
2π2t.

Wegen u(x, 0) = 6 sin(πx) folgt (durch Koeffizientenvergleich) A1 = 6 und An = 0 für n 6= 1.
D.h. die Lösung der gegebenen Differentialgleichung ist

u(x, t) = 6 sin(πx)e−π
2t.

Aufgabe 3: Da f(x) = sinx ∈ C2(R) und g(x) = cosx ∈ C1(R) folgt

u(x, t) =
1

2

(
sin(x+ t)︸ ︷︷ ︸
=f(x+t)

+ sin(x− t)︸ ︷︷ ︸
=f(x−t)

)
+

1

2

x+t∫
x−t

cos y︸︷︷︸
=g(y)

dy

=
1

2

(
sin(x+ t) + sin(x− t)

)
+

1

2
sin y

∣∣∣x+t
x−t

= sin(x+ t).

Aufgabe 4: Mit dem Separationsansatz u(x, y) = v(x)w(y), v 6= 0, w 6= 0 ist die gegebene
Differentialgleichung äquivalent zu

v′′(x)w(y) + v(x)w′′(y) = 0 ⇔ v′′(x)

v(x)
= −w

′′(y)

w(y)
.

Da die linke Seite nicht von y und die rechte Seite nicht von x abhängt, geht dies nur, wenn es
eine Konstante λ ∈ R gibt mit

v′′(x)

v(x)
= −w

′′(y)

w(y)
= λ.

Dies führt auf

v′′(x)− λv(x) = 0 (5)

und

w′′(y) + λw(y) = 0 mit w(0) = 0, w(π) = 0, (6)

wobei wir auch die Randbedingungen des ursprünglichen Problems berücksichtigt haben.
Die Lösung der zweiten Gleichung ist

w(y) =


C1e

√
−λy + C2e

−
√
−λy, für λ < 0,

C1 + C2y, für λ = 0,

C1 sin(
√
λy) + C2 cos(

√
λy), für λ > 0.

Die Randbedingungen implizieren
C1 = −C2 = 0, für λ < 0,

C1 = C2 = 0, für λ = 0,

C2 = 0 und
√
λπ = 0 + nπ, n ∈ N ⇔ λ = λn = n2, für λ > 0,

d.h. die Lösung der Gleichung (6) ist

wn(y) = Cn1 sin(ny).



Jetzt betrachten wir die Gleichung (5) mit λ = λn = n2. Ihre Lösung ist

vn(x) = Cn3 e
nx + Cn4 e

−nx.

Zusammen haben wir also Lösungen

un(x, y) = vn(x)wn(y)

=
(
Cn3 e

nx + Cn4 e
−nx
)
Cn1 sin(ny) =

(
Cn1C

n
3︸ ︷︷ ︸

=:An

enx + Cn1C
n
4︸ ︷︷ ︸

=:Bn

e−nx
)

sin(ny)

und formell (nur wenn diese Reihe einen Sinn hat!)

u(x, y) =
∞∑
n=0

un(x, y) =
∞∑
n=0

(
Ane

nx +Bne
−nx
)

sin(ny).

Wegen u(0, y) = − sin(y) folgt (durch Koeffizientenvergleich) A1 + B1 = −1 und An = 0 für
n 6= 1. Da

u(1, y) = (A1e
1 + (−1−A1)︸ ︷︷ ︸

=B1

e−1) sin y
!

= sin y,

folgt A1 = 1
e−1 . D.h. die Lösung der gegebenen Differentialgleichung ist

u(x, y) =
(e+ 1

e− 1
ex− e

e− 1︸ ︷︷ ︸
=−1−A1

e−x
)

sin y.

Aufgabe 5: Mit dem Separationsansatz u(x, t) = v(x)w(t), v 6= 0, w 6= 0 ist die gegebene
Differentialgleichung äquivalent zu

v(x)w′(t) = v′′(x)w(t) ⇔ v′′(x)

v(x)
=
w′(t)

w(t)
.

Da die linke Seite nicht von t und die rechte Seite nicht von x abhängt, geht dies nur, wenn es
eine Konstante λ ∈ R gibt mit

v′′(x)

v(x)
=
w′(t)

w(t)
= λ.

Dies führt auf

v′′(x)− λv(x) = 0 mit v′(0) = 0, v′(1) = 0 (7)

und

w′(t)− λw(t) = 0, (8)

wobei wir auch die Randbedingungen des ursprünglichen Problems berücksichtigt haben.
Die Lösung der ersten Gleichung ist

v(x) =


C1e

√
λx + C2e

−
√
λx, für λ > 0,

C1 + C2x, für λ = 0,

C1 sin(
√
−λx) + C2 cos(

√
−λx), für λ < 0

und folglich

v′(x) =


C1

√
λe
√
λx − C2

√
λe−

√
λx, für λ > 0,

C2, für λ = 0,

C1

√
−λ cos(

√
−λx)− C2

√
−λ sin(

√
−λx), für λ < 0.



Die Randbedingungen implizieren
C1 = C2 = 0, für λ > 0,

C2 = 0, für λ = 0,

C1 = 0 und
√
−λ = 0 + nπ, n ∈ N ⇔ λ = λn = −n2π2, für λ < 0,

d.h. die Lösung der Gleichung (7) ist

vn(x) =

{
Cn1 , für λ = 0,

Cn2 cos(nπx), für λ < 0.

Jetzt betrachten wir die Gleichung (8) mit λ = λn = −n2π2. Ihre Lösung ist

wn(t) = Cn3 e
−n2π2t =

{
Cn3 , für λ = 0,

Cn3 e
−n2π2t, für λ < 0.

Zusammen haben wir also Lösungen

un(x, t) = vn(x)wn(t) =


Cn1C

n
3︸ ︷︷ ︸

=:An

, für λ = 0,

Cn2C
n
3︸ ︷︷ ︸

=:Bn

cos(nπx)e−n
2π2t, für λ < 0.

und formell (nur wenn diese Reihe einen Sinn hat!)

u(x, t) =

∞∑
n=0

un(x, t) =

{∑∞
n=0An, für λ = 0,∑∞
n=0Bn cos(nπx)e−n

2π2t, für λ < 0.

Hier kann man λ = 0 ausschließen, da sonst u(x, 0) = cos(πx) − 4 cos(6πx) nicht erfullt sein
könnte. Da für λ < 0

u(x, 0) = Bn cos(nπx)
!

= cos(πx)− 4 cos(6πx),

folgt (durch Koeffizientenvergleich) B1 = 1, B6 = −4 und Bn = 0 für n /∈ {1, 6}. D.h. die
Lösung der gegebenen Differentialgleichung ist

u(x, t) = cos(πx)e−π
2t − 4 cos(6πx)e−36π

2t.

Aufgabe 6: Mit

v(x, t) := u(2x, t).

gilt es

∂ttv(x, t)− ∂xxv(x, t) = ∂ttu(x, t)− 4∂xxu(x, t) = 0,

v(x, 0) = u(2x, 0) = 0︸︷︷︸
=f(x)

,

∂tv(x, 0) = ∂tu(2x, 0) = 2x︸︷︷︸
=g(x)

.

Da f ∈ C2(R) und g(x) ∈ C1(R) folgt

v(x, t) =
1

2
· 0 +

1

2

x+t∫
x−t

2y︸︷︷︸
=g(y)

dy

=
1

2
y2
∣∣∣x+t
x−t

= 2xt

und deswegen

u(x, t) = v
(x

2
, t
)

= xt.
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