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Elektroingenieurwesen, Physik und Geodisie

Aufgabe 1 a) Als Mobiustransformation ldsst sich 7" in der Form T'(z) = Zjig mit

a,b,c,d € Cund ad — be # 0 darstellen. Die drei gegebenen Bedingungen liefern
b/d=1+1, c(-1—1)+d=0 und afc=—-1—1.
Dies bedeutet, mit der letzten Bedingung beginnend,
a=—(1+i)c, d=(1+i)c sowie b= (1+1i)d=(1+1)= 2ic,
und ¢ # 0 konnen wir beliebig wihlen. Fiir ¢ = 1 erhélt man die Darstellung

—(144)z+2i
T =—Fa+y

b) Die behauptete Gleichheit ergibt sich aus der folgenden Aquivalenzenkette:

—(14+4)z+2i . : :
w="T(z > = - < wztH(l+2)w=—-(14+17)z+ 21
@ U (14w =—(1+1)
: : : —(14i)w+2i
> wH+1l+i)z=—(1+)w+27 < z= - ~ z=T(w
( )2 =—(1+1) P (w)

c) Das Gebiet G wird durch zwei verallgemeinerte Kreise berandet: Es liegt im Inneren
des Kreises K um 0 mit Radius v/2 und oberhalb der Geraden L mit der Gleichung
Im z = — Re z (siehe Skizze). Wir bestimmen daher zuerst T'(K) und T'(L), wobei wir
die Kreistreue der Mébiustransformation 7" und das Ergebnis aus b) verwenden.

Wegen T'(—1—14) = oo und —1 —i € K wird K auf eine Gerade abgebildet. Die Gerade
T(K) geht durch den Punkt 7'(1 +4) = T7~'(1 +¢) = 0 und durch

Q41— +2% —(1—i)+2 242
(1—i)+ (143 2 2
d.h. es ist T(K) = L. Damit folgt K =T'(L) = T(L).

Auch T(G) wird somit von K und L berandet, und weil 0 und 1+ auf dem Rand von G
liegen, gehéren 7'(0) = 144 und 7T'(1 +4) = 0 zum Rand von T'(G). Also gilt T'(G) = G.

T(1—14)= =—1+1,

d) Das Gebiet H ist der Teil der Einheitskreisscheibe D, der im ersten Quadranten liegt;
durch z — 2? kann man H auf die obere Hilfte von I abbilden. Aus dieser wiederum
geht 7'(G) = G offenbar durch eine Drehung um den Winkel ;7 im Uhrzeigersinn (also
eine Multiplikation mit e~*/4) und eine anschlieBende Streckung mit dem Faktor /2
hervor. Damit ergibt sich

flz)=V2- e 22 =2 L1 —i)- 22 = (1—4)2”.
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Aufgabe 2 a) Nach Definition des Kurvenintegrals gilt

1 1 S Y
)dz = Ndt= | ——— (A +i)di= [ — " gt
/ “T /f /_1(1+i)2t2+2i( +9) /_12it2+2i

1+7, ' . ) ) |
% /_1 t2+1dt: %(1—Z)Arctant‘t:_1 = %(1_1)[1_(_1)] _ i(l—z)w

b) Da 224+ 21 = 22 — (1 —4)> = (z + 1 — 4)(z — 1 + %) die zwei einfachen Nullstellen

z1 = =144 und zo = 1 —1 besitzt, hat die Funktion f in z; und 2, jeweils eine Polstelle
der Ordnung 1; weitere isolierte Singularititen gibt es nicht. Zudem gilt
1 1 1 —1—3 1 141
R $R1) = T =5 = N = , R 1%2) = 5~ = :
sUin) = @iyl 2~ 31 59) 1 eslfiz)=9-==
c) In der nebenstehenden Skizze sieht man, dass v + 1 Im
eine geschlossene, doppelpunktfreie und positiv orientierte i
Integrationskurve ist, auf der keine isolierte Singularitit " /
von f liegt; gleiches gilt fiir vo + . 1 e
Da auch im Inneren von v+ v, keine isolierte Singularitét vy
von f liegt, liefert der Residuensatz | e f(2)dz =0, also
Y2

/f dz—/f z=1(1-0)7

Im Inneren von 7, 4+ v~ liegt nur die Singularitit zo; daher folgt mit dem Residuensatz
/ F(2)dz = 2mi Res(f 20) = 2mi- (1 +4) = 1(i = L)r.
Y2+
Damit ergibt sich

/Y2f(Z) _%Z_lﬁ'i‘/f = 1= )r+ L1 —i)r = 1 — )7

d) Nur die Nullstelle zo = 1 — 4 von 2? + 2i liegt im Inneren von |z — 2| = 2. Da aber

sin(z —1+14)  sin(z—20) 255 1 lim sin(h) 1
22+ 24 (2= 21)(z — 29) " 29— 21 b0 h oz — 2

gilt, ist 2o eine hebbare Singularitit des Integranden, der dort also das Residuum 0 hat.
Mit dem Residuensatz folgt, dass das zu berechnende Integral den Wert 0 besitzt.
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Aufgabe 3 a) Wir schreiben die vorliegende Differentialgleichung in der Form
dy 1
dz eV +2z’
Wir haben folglich die Differentialgleichung F(z,y) dz+ G(z,y) dy = 0 mit F(z,y) :=1
und G(z,y) := —e¥ — 2z zu betrachten. Wegen

Fy(z,y) = 0# =2 = Gy(z,y)

ist sie zwar nicht exakt, aber weil (G, — F,)/F = —2 nicht von x abhéngig ist, gibt es
einen integrierenden Faktor p, der nur von y abhingt. Ein solches p = u(y) muss der
Bedingung (uF'), = (#G), geniigen, also

also (e 4+ 2x)dy = 1dzx.

G, - F,
F

Damit haben wir die Differentialgleichung p' = —2u. Eine Lésung ist u(y) = e %Y, und
Multiplikation von F'dx + G dy = 0 mit u # 0 fiihrt auf die exakte Differentialgleichung

e ¥dr+ (—e ¥ —2ze ¥)dy=0.
Fiir ein zugehoriges Potential f soll f, = e %Y gelten. Daraus folgt

[z, y) = ze™ +c(y)

mit einer gewissen Funktion ¢, und wir erhalten

WF+ pF, = puGy, d.h. w = I

fy(x,y) = =2z % + () = e ¥—2pe W,
Da ¢(y) = —e ¥ gelten muss, wihlen wir ¢(y) = e ¥ und haben damit das Potential
f(z,y) = ve % + e ¥ gefunden. Alle Losungen der Differentialgleichung sind nun in
impliziter Form durch f(z,y) = C gegeben (mit C' € R), also durch

(%) re ¥ +eV=C (C € R).

Bemerkung: Ein anderer moglicher Losungsweg besteht darin, die Differentialgleichung
als eine Gleichung fiir x = z(y) aufzufassen und dabei ¥’ = dy/dx = 1/z' zu verwenden.

b) Losen wir (x) nach z auf, so bekommen wir
r=Ce” —ev.

Einsetzen von z = —1 und y = 2 liefert —1 = Ce* — €2, also C' = (e — 1)/e*. Die
gesuchte Losung ist

e?—1
.’L':g(y) ::762‘1/—611.

c¢) Einsetzen von z = 0 und y = 1 in (*) liefert C = e~!. Nun miissen wir noch (x)

bzw. © = e 'e® — ¢¥ nach y auflésen. Mit der Substitution v = €Y fiihrt dies auf die
Gleichung u? — eu — ex = 0 mit den Losungen

Upo = %e:l:\/ieZ—i-e:c.

Fiir x = 0 soll u = e¥ = e! sein, also liefert ,,+* die richtige Losung. Man hat damit

y = h(x) := ln(%e-l— \/%) )

wobei A nur fiir ieQ +ex > 0, also fiir z > —ie definiert ist. (Das Argument der
Logarithmus-Funktion ist offenbar stets > 0.) Differenzierbar ist & nur fiir z > —ze.
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Aufgabe 4 a) Fiir x > 0 machen wir hier den verallgemeinerten Potenzreihenansatz

y(x) =D 00y cpua™ 2, wobei ¢ # 0 vorausgesetzt wird. Es gilt

Y (@)= (n+0)caz™™  und  y'(@) =D (n+0)(n+o— ezt
n=0

n=0
Folglich erhalten wir fiir die linke Seite der Differentialgleichung

3zy" + Bz + 1)y +y = Z3(n +0)(n+o0—1)cpz" et + 23 n+ 0)cn
n=0 n=0

+ n+ o)cpz™ T 4+ Y e,z
g n n
o0
71xn+gfl

n=1

30(0— Degx® T + 23(77, +0)(n+o0—1ca"te ! + 23 n+o—1)

n=1

o
+ o0z + ) (n+ 0)ena" T 4+ ) gpogante!

n=1 n=1

= (39(9 —1)+ g)cox"_l
+Z( (n+o(n+o—1)+ (n+o0)]ca+ [3B(n+0—1)+1] ,1>x -
Damit dies = 0 ist, muss zuniichst die charakteristische Gleichung 30(p — 1) + 0 = 0
also 302 — 20 = 0, erfiillt sein. Diese hat die zwei Losungen po; = 0 und g, = %
1 ist

Durch weiteren Koeffizientenvergleich erhélt man: Fiir alle n >

[Bn+o)(n+o—1)+n+0)]ca+ [3(n+0-1)+1]c, 1 =0

(n+0)[3(n+o-1)+1]cs+ [3(n+0—1)+1]cy1 =0

“ =— :
Cn n—+o
1 stets 3(n+o0—1)+ 1 # 0 ist.)

—

< (n+o)cn+cen-1=0

(Dabei wurde verwendet, dass fiir p = g1 und n >

Es ergeben sich damit die folgenden Rekursionsformeln
Cn—1 . _ _ Cn—1 . _ 2
(fiir p=0), cn——n+§ (fir o= 3).

Cp = —
n

b) Wéhlt man ¢y = 1, so folgt aus der Rekursionsformel fiir p = 0 mittels vollstindiger
Zoo (_1)n%xn+0 — e 7,

Induktion ¢, = (—1)"-;. Dies liefert die Losung y(z) =)~
Mit ¢y = 1 folgt fiir o = 2 mittels vollstindiger Induktion die Formel

-1
Cn = (_1)n H 2
Skt 3

(0, 00) ist also

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung auf
1 n+2/3
x (a,b €R).

e +bz (Hk+
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