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Aufgabe 1

w wird zerlegt in die Teilabbildungen ®

. w1 1+ 7;1112 s
Wy =12, W2 = €7, W3 = . =w
1 — 2w -7 0

i) wy ist die Drehung um den Ursprung mit dem Drehwinkel
% in mathematisch positiver Richtung.

Bildgebiet : G1 = {wi|-7 < Imw; < 0}

G1

i) Mit wy = & 4 in gilt

we = €V = el = lws| = et argw, =17

Wie in der Vorlesung ergibt sich die untere Halbebene als /
Bildgebiet G.

iii) ws ist eine Mobius-Transformation mit

w3(0) = 1, w3(—i) = 00, wz(oc) = —1, w3(iR) = R

Go

/

Da —i in der wo-Ebene nicht auf der reellen Achse liegt, ist deren Bild ein Kreis,
der durch die Punkte 1 und —1 geht. Die imagindre Achse der wy-Ebene schneidet
die reelle Achse im Ursprung senkrecht. Wegen w3 (iR) = R schneidet der Bildkreis
der reellen Achse die reelle Achse der ws-Ebene in ws = 1 senkrecht und ist somit

der Einheitskreis.

Aus ws(—i) = oo folgt, daB das Bildgebiet das Aufere des

Einheitskreises ist, es gilt //

wfS)
w(S) = {w]|w| > 1}. &/
7




Aufgabe 2

R > /2, T positiv orientierter Rand des Gebietes G := {z € C |[Rez > Ound |z| <
R} und f(z) = 2

24+44"
a) Wir berechnen nun die Nullstellen von 2% + 4

_ ﬂez(l+42k)w _ \/iez(1+42k)7r’ (k _ 0’ 1’ 2’ 3)
fist ansonsten holomorph, und in dem von I' berandeten Gebiet liegen die Nullstellen
20 =v2e%" =+/2[cos T +isinT] = \/5(‘[4-72\[) =141
23 =+/2e¢T = /2cos T 4 isin ) = /2(L2 — i) =1 —

Wir verwenden nun den Residuensatz:

%f(z) dz = 2mi(Res(f, z9) + Res(f, z3).

Berechnung der Residuen (einfache Nullstellen des Nenners, Zéhler # 0):
Res(f, ZO) ze”? O S S

z4—|—4) z=1+i 8 ~  8e
Res(f, 23)

—t T et —et misin 1
)L -
j{f dz ™ 8e 86 4e 21 ! 2e

b) Fiir 2 = Re®” € Ty, (0 < ¢ < %’/T, %’ﬁ < ¢ < 27) ist Rez > 0 und somit
le ?| = e f# < 1. Wir konnen f(z) abschitzen durch

Re”| R

ze”*

Z2=20 - 42’3

< = _ =
@)l < ‘24 +4‘ [Rictw|—4  R'—4
und es gilt
[ f(z dz‘ < max,er, |f(2)|- Lénge von I'y < zi5mR — 0 (R — 00)
I

c) Mit dem Majorantenkriterium ergibt sich
tsint
41—
und fiir ¢ # 0 existiert das Integral

/f(z)dz+/f(z)dz:_7ri;ien1

#l = sl

Iy I
und es gilt
. m sin 1
i [ 1=,
Die Kurve T's hat die Parametrlslerung z(t) = —it, t € [-R, R].
R . R ( )
—ite™ —t(cost +¢sint
d (it)(=i)dz = | ———(=1)dt = dt
/f(z) ? /fZ “= /(—z‘t)4+4( i) / ot 4
I “R “R

o0

R0 tcost . tsint
= — dt — dt.
/t4+4 l/t4+4

—00 —0o0




Daraus folgt

o0
tsint_wsinl
44 2

—00

Aufgabe 3

Wir bestimmen den integrierenden Faktor u(x,y)
y(e™ — xy) dx — z(e™ + xy) dy = 0 mit
—_—— ———

P Q
P, = (e —uzy)+y(e™x —z) =™ + zye™ — 2zy = (1 + zy)e™ — 2zy,
Qo = —(e"+uay)—z(e™y+y) =—e" —aye™ — 2zy = —(1 + zy)e™ — 2zy.

Die Differentialgleichung ist somit nicht exakt (P, # Q)
Wir machen nun die Substitution ¢ = zy und erhalten mit ¢(t) = p(z - y)
— 99 0t — 9 ot

/‘Lm - ot ox = pra 'uy - ot Oy = QOJC
Mit der Exaktheitsbedingung:
pyP + pPy = pQ + pQy
erhalten wir
paly(e” —zy)l + o[(1 + zy)e™ — 2zy] = ¢yl—z(e™ + zy)] + ¢[—(1 + zy)e™ — 2zy]
o(zye™ — 22y + 2ye™ + 2%y?) = p(—e™ — zye™ — 22y — ™Y — zye™ + 2xy)
o(2zye™) = @(—2e™ — 2zye™)
o(2te') = p(—2e" — 2te")
Wir haben nun eine gew6hnliche Differentialgleichung (Trennung der Veréinderlichen)

2teldp = @(—2e" — 2te)dt

1 —2et — 2te!
—dp = —ee T A
© 2tet
Inp = —Int—1t
1
_ —Int—t _ —
v tet’
Mit dem integrierenden Faktor
1
t = 3 =
p(t) = plz,y) po—

ist die Differentialgleichung

exakt. Mit F, =1 — % und F, =
z und es gilt

1y
F(z,y) = /E—GTydﬂﬁ"'@(y)
Inz+e™™ + ®(y)

®(y) = F(z,y) —Ilnz—e ™.



Wir differenzieren nun nach y und mit ¥, = - + 2 erhalten wir

1
Y

. I = a 1
¢,(y) = Fy+xe y:_g_eTy_*—me y:—g
®(y) = —lny+C.

Die implizite Losung der Differentialgleichung ist

F(z,y)=lnz+e ™ —Iny+ C =0.

Aufgabe 4

a) Potenzreihenansatz:

o
y(z) = Z ™
m=0
o0
y'(z) = Z mepar™ !
m=1
o
y'(x) = Zm(m— 1)epa™ 2
m=2
Einsetzen ergibt
o0 o0 o0
dry" + 20 +y = Z dm(m — 1)cpa™  + Z 2meme™ 4+ Z Cmx™
m=2 m=1 m=0

o0
= 2¢c1+co+ Z:{Q(Zn2 +3n+ 1)cpg1 + cpta”

n=1

= 2c+co+ Y {20+ 1)2n+ L)ent + cp}a”

n=1
=0
Koeffizientenvergleich ergibt
li ()=1=¢cp=c1 = !
sm0 N T T 0T AT T

und die Rekursionsformel (beachte ¢y = 1)

2(n + 1)7;2n T =zl

Cp+1 = —

1
40

n:2:c3:l

Folgerung:n =1:¢, = 1

Vermutung: ¢, = % fiir n > 0 (beachte 0! = 1)

Vollstédndige Induktion: Induktionsanfang ist bereits erbracht!

Ck 1 (=1)F  (=1)k

TRk DR+ 2+ DEk+1) 2R 2(k+ 1))



Ergebnis:

yi(z) = Z v
e (2n)!
An der normierten Form

1 x
yll + _yl +

=0
2% 4x2y

der vorgegebenen Differentialgleichung erkennt man, dafl x, die einzige Stelle der
Bestimmtheit ist; weitere Singularitdten treten nicht auf. Damit konvergiert die ge-
wonnene Reihenentwicklung in R und stellt dort eine Lésung dar.

b) Fiir £ > 0 erhalten wir

(o) = Y SV = cos Vi

n=0
c¢) Reduktion der Ordnung (Beachten Sie die Normierung der Differentialgleichung):

Der Ansatz
v2(z) = pi(@)u(z), v(z) =u'(z)
ergibt fiir v die Differentialgleichung

v_ o) 1
v y(z) 2@
1 :
In|v(z)| = —2In |y (z)| — 5 Inz (Integrationskonstante = 0)

(z) = 1 _ 1
T T V@) T Vaces? Va
u(z) = 2tan/z

Yo(x) = 2tan\/z - cos/z = 2sin/x

Allgemeine Losung fiir x > 0:

L

y(z) = Cicos/x + Cysiny/x  (C,Cy € R)



