Losung zur Klausur, SS 2010

Ho6here Mathematik III fiir die Fachrichtungen
Elektroingenieurwesen, Physik und Geodisie

Aufgabe 1 a)
Wir berechnen zunéchst die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

3—A 1 0
p(A) = det 3 1—-X 0
0 0 2—-A

PN = B-N1-N2-A)—1-3-(2-)) =
2=N[EB=MN1-A)=3]=
(2= M3 —3A— A+ A2 —3) =
(2= A)(—4\ + %) =
(2= A)-A-(—4+)) =
A= 2)(A — 4).

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind also 0, 2, 4. Das sind bekanntlich dann
auch die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix. Wir berechnen die zugehérigen Eigenrdume.

Eigenwert 0:

3—-0 1 0 310 310 1
Ker 3 1-0 0 =Ker| 3 1 0 |=Ker| 00 0 |= -3
0 0 2-0 0 0 2 0 01 0
Eigenwert 2:
3—2 1 0 1 1 0 110 0
Ker 3 1-2 0 =Ker| 3 -1 0 | =Ker| 4 0 0 | = 0
0 0 2-2 0 0 0 0 00 1
Eigenwert 4:
3—4 1 0 -1 1 0
Ker 3 1—4 0 = Ker 3 =3 0 =
0 0 2-4 0 0 =2
-1 10 1
Ker 0 00 |= 1
0 01 0
Wir erhalten also ein Fundamentalsystem durch
1 0 1
-3, {0 ], "1
0 1 0



b) i)
Es gilt

eSS 1)-(30)-

Daraus folgt

AP = A(A?) = A(-A) = —A* = A,
At = A(A%) = A = - A,
A% = A(A*) = A(—A) = A, und wir erhalten induktiv

AR = —(=1)* A fiir alle k € N mit &k > 2.

Damit erhalten wir fiir jedes t € R

tA E_
et = E _k!A =]+
k=0

e}

%(—(—1)’24):1—k_ (_lf!) A:[-Z%? A+A=

k=1 1 k=0

2t —1 —e P41
J— —t —
[=e A+ 4 ( 2et—2 —et42 )
b) ii)
Gemaéf der Variation-der-Konstanten-Formel aus Kapitel 29.5 erhalten wir die gesuchte Losung
durch

t
g(t) = e~ Ag 4 / eAp(r) dr, teR,

to

B —t
mittozo,gj():(?)undb(t)z(eo )

Es gilt also

y(t) =

—et+1 2t —eT B
( —e P42 ) +/0 ( 2t —2e7" ) dr =

—et41 n 2e7tT + e T
—e P42 Qe tr + 27 o

—e Tt 1+2et+e =1 | 2te!

—e 4+ 242t +2et -2 ) \et+2et )7
Bemerkung: Kennt man e* nicht, so kann man auch die Variation-der-Konstanten-Formel aus
Kapitel 29.1 verwenden. In diesem Fall entsteht zusétzlicher Aufwand bei der Berechnung des

Fundamentalsystems ® und seiner Inveresen ®(7)~! und ®(0)~!, sowie bei den entsprechenden
Matrixmultiplikationen.



Aufgabe 2 a) Aus der Differentialgleichung in Kombination mit dem Anfangswert lesen wir
ab, daB eine positive Losung gesucht ist.

Wir schreiben die Differentialgleichung in der Form
y =y+e*y?
und stellen fest, dafl es sich um eine Bernoulli-Differentialgleichung (mit « := 3) handelt.
Multiplikation mit (1 — «)y~ = 4¢? fiihrt auf
dyPy = dy* + 4.
Wir setzen z := y'~% = y*. Dann gilt 2’ = 43y’ und 2(0) = (y(0))* = 1. Wir suchen daher die
Losung des Anfangswertproblems
Y =dz+4e*, 2(0)=1, xcl,
wobei I = {z € R: z(z) > 0} gelten soll (damit z = y* nach y # 0 aufgelést werden kann).

Geméaf Kapitel 27.1 erhalten wir als eindeutige Losung dieses Problems

z(gj) = zoeA(m) -+ eA(‘T) / eiA(t)b@) dt, xr e [,

Zo

wobei zp := 1, 1y = 0, b(x) = 4¢** und A(x) = [ 4d¢ = 4.

Also gilt
2(z) =™ + 64‘”/ e M4e? dt = et + M [—2e7]IZE = e¥(3 — 2¢77).
0
Es gilt
4x —2z —2z 2z 2 1 2
2(x) >0 <= ¥ (3—2¢) >0 <= 3>2 " < ¢ >§<:>x>§ln§::c,

es ist also I = (¢, 00) und somit 0 € I.

Wegen y > 0 erhalten wir schliellich die Losung

y(r) = " V3 — 2e2*

2

mit zugehorigem (maximalen) Existenzintervall (51n 2, co).



b)
Es gilt
P, = —sin(z + y)[y* — sinz] + cos(z +y) - 2y
und
Q. = —sin(x + y)[y* — sin x| + cos(z + y)(— cos )

Wie nach dem ersten Hinweis zu erwarten héngt

Q. — P,  cos(x +y)(—cosx) — cos(z +y) - 2y
P—Q —cosxT — 2y

= cos(z + )

nur von x + y ab (sofern definiert), vgl. Kapitel 27.5 Beispiel c).

Wir suchen wie im genannten Beispiel nun eine Losung von ¢/'(t) = cos(t)o(t). Offenbar ist
o(t) = et eine solche, und wir erhalten mittels y(z,y) := e""(®**¥) einen integrierenden Faktor.

Damit ist uPdx + puQdy = 0 exakt und wir suchen ein zugehoriges Potential F'.
Es mufl dann
F, = pP = 8@ cos(z 4 y)[y? — sinz] — 5@ cosz = f'g + fo

mit f(z) := @) und g(x) := y? — sinz gelten, vgl. Hinweis 2.

Damit folgt F' = fg = es™@+)[y? — sinz] + c(y) mit einer gewissen Funktion ¢ = ¢(y). Wegen
F, = 8@+ cos(z + y)[y? — sin x] + 2@ . 2y + ¢ (y) = uQ + ¢ (y) kénnen wir ¢ = 0 withlen.

Wir erhalten damit die Losung(en) des gegebenen Anfangswertproblem in der impliziten Form
F(z,y) = F(0,1).
Es gilt F(7/2,1) = es™(72FD[1 — sin(7/2)] = 0.
Wir untersuchen also die Gleichung e¥"(**¥)[y2 — sin x| = 0. Das ist gleichbedeutend mit
y? =sinz.

Damit diese Gleichung nach (einer differenzierbaren Funktion) y aufgelost werden kann, mufl
sin x positiv sein. Wir suchen daher ein maximales Intervall I C R so, daB 0 € I (wegen des
Anfangswerts) gilt und sin > 0 auf I gilt. Wir erhalten I = (0, 7).

Wegen y(5) = 1 folgt schlieBlich, daf das gegebene Anfangswertproblem durch
Yy = Vsinw

(mit zugehorigem maximalen Existenzintervall (0, 7)) gelost wird.



Aufgabe 3 Wir bemerken zunéchst, daf§ der Konvergenzradius der rechten Seite 1 ist, was
man mit dem Wurzelkriterium leicht einsieht.

Wir machen wie gefordert einen Potenzreihenansatz; es gelte also

x) = f:ckxk, y'(z) = i ket i": k(k — 1)cpa®2.
k=0 k=1 k=2
Wegen der Anfangsbedingungen kennen wir schon die Koeffizienten
co =y(0) =1 und ¢; =¢'(0) = 0.
Eingesetzt in die linke Seite der Differentialgleichung ergibt sich

y' —ay +2y =

k(k — 1)cpa®™ —kackxk 1+2chx

Me T

k(k —1)cpa™? + Z —kepa® + Z 2k =
k=1 k=0

T
[N}

(k+2)(k + Depgor®™ + > (—k + 2)cpa® =

WK

i [(k +2)(k + 1)eggo + (—k + 2)Ck] z*

Ein Koeffizientenvergleich mit der rechten Seite der Differentialgleichung liefert

fiir £ ungerade, k > 1

0,
(k+2)(k + Dekra + (=k +2)e = { 4(n®*+n+1), fir k gerade und k = 2n,n € N.

Daraus erhalten wir die Rekursionsformeln

(—k’ + 2)Ck

Chio = , falls k ungerade, k > 1
Tk 2k 1) &
2(n*+n+1)—(—n+1)cop
Co(n+1) = , fallsn € N.
2ntl) (n+1)(2n+1)
Zusammen mit ¢; = 0 lesen wir aus der Rekursionsformel direkt ¢3 = ¢5 =c¢; = --- = 0 ab.

Auflerdem ergibt sich fiir gerade Indices

00:17
2—c
Cy = 10:1,
2 3—002
Cy =1,
2-3
c 2 7+C4_15
0 3.5 15



und damit kommen wir zu der Vermutung
¢, =1, falls k gerade, k > 0,

die wir induktiv beweisen. Der Induktionsanfang ist schon gemacht (fiir £ = 2-0); es fehlt noch
der Induktionsschluss: Gilt die Formel fiir £ = 2n > 0, so folgt

2 +n+1)—(—n+1)cy,  2(n*4+n+1)—(—n+1) 2n*+3n+1
C n = = = =
2n+1) (n+1)2n+1) (n+1)2n+1) 22 + 3n + 1

Die Aussage gilt dann also auch fiir n + 1, was den Induktionsbeweis abschlief3t.
Damit haben wir die Lésung des Anfangswertproblems ermittelt:
_ 2k
=Yt = S =
k=0 k=0
wobei die Konvergenz der geometrischen Reihe wegen = € (—1,1) gegeben ist.

Schlieflich setzen wir die Losung in die die linke Seite der Differentialgleichung ein, um eine
geschlossene Form fiir die rechte Seite zu erhalten.

Es gilt
2z
y = —(1 — oy und
" 2(1 —a?)? —4x(l — 2?)(—2x) 2+ 622

(1 —22)* (1 —22)3
Damit erhalten wir

2+ 62% —x-22(1 — 2%) + 2(1 — 2?)?
T, Y _
y' =y + 2y 1)

2+ 622 — 222 + 224 + 2 — 422 4+ 22* 4 4+ 47* 4(1—1—1;4)

(=2 Ty G-ay

als geschlossene Darstellung der rechten Seite.




Aufgabe 4 Das charakteristische System der gegebenen Gleichung lautet

ki(s) = —ha(s)
ka(s) = ka(s)
/ Fa(s)? + ka(s)?
w(s) 2w(s) '

Die Kurve I fiir die Anfangswerte ist parametrisiert durch £ > 0, es gilt I' = {(£,0) : € > 0},
dh T" ist die x-Achse. Zu festem £ > 0 lauten die Anfangswerte fiir das charakteristische System

kl(o) = ¢
ky(0) = 0
w(0) = Vrt.

Wir schreiben die ersten beiden Gleichungen des charakteristischen Systems als k= (? _01) k.

Das ist ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten. Wir
erhalten als allgemeine Losung

(FOY <a(52) +0(2m),

wobei «, 3 € R. Aus den Anfangsbedingungen folgt dann o = £ und # = 0, also sind die
Grundcharakteristiken gegeben durch

(B9) (S e (rpmes

Das sind Halbkreise mit Radius £ > 0 in der rechten Halbebene D (die Einschrankung fiir s
liegt daran, dass fiir |s| = 7/2 die Grundcharakteristiken das Gebiet D verlassen).

Skizze (griin: I', blau: £ = 2, lila: £ = 3, rot: £ = 4):

x V




Berechnung der Losung: Es ist klar, dass durch jeden Punkt (z,y) € D genau eine Grundcha-
rakteristik verlauft. Fir x = ki(s,§), y = ko(s,€) sind &, s gerade die Polarkoordinaten des
Punktes (z,y). Es gilt

(x> = (S C?S S) = Y _ arctan s und € =2+
Y Esins x
<= s =arctan(y/z) und £ = /22 + y? (da & > 0).

Wir berechnen w(s) fiir festes € > 0 aus

ki(s)? + ka(s)* €
2w(s) 2w(s)’

w'(s) =

w(0) = V/r&.

Dies ist eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Wir erhalten leicht als eindeutige

Losung

COZVTE 2y ).

Aufgrund der Anfangswerte und weil w(s)? fiir |s| < 7/2 nicht 0 wird, erhalten wir

w(s, &) =&Vs+ .

Nach der Koordinatenumrechnung oben ergibt sich die Losung zu

w(s)? =& s +c

U(I7 y) = ’LU(S, §>|s:arctan(y/x),£=\/m = \/xQ + yQ\/arctan(y/x) +m

Die Losung existiert auf ganz D.

Probe: Zunéchst ist fiir £ > 0: u(&,0) = £/7 wegen arctan 0 = 0. Wir setzen zur Abkiirzung
g = arctan(y/x) + 7. Dann gilt

O = o [2rg+ (&4 ) L+ (/) (~yfa)] = o [2ag — )
Ou = 5 [yg+ (@4 )+ (o)) ()] = o [2ag +a]
Also ist . .
rOyu — Yyoyu = %a [23:yg + 2% — 2yxg + y2] _ 7 ;y .



