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Aufgabe 1
a) Die Matrix des Systems werde mit A bezeichnet. Wegen
1—A 0 1

det(A — \I) = det 6 2-X 0 |=0-1D%*2-N-(2-X)
1 1—A

= (A=2) (A2 =20+ 1—1)=—(A—2)2\

sind 2 und 0 die Eigenwerte von A, wobei der Eigenwert 2 die algebraische Vielfachheit 2 hat. Der
Eigenraum von A zum Eigenwert 0 lautet

1 0 1 1
Kern(A—0-I)=Kern [0 2 0] =lin{{ 0 |}.
1 0 1 —1
Dies liefert eine Losung von i’ = Ay
1 1
or(t) =" | 0 | = , teR
-1 -1
Zum Eigenwert 2 gehort der Eigenraum
-1 0 1 -1 0 1 1 0
Kern(A—2I)=Kern| 0 0 0 |=Kemn|[ O 0 O =1ln{{O0O],|1]}
1 0 -1 0 0O 1 0

—

so dass wir als zwei weitere linear unabhingige Losungen des Differentialgleichungssystems ' = Ay
erhalten:

0 1
Ga(t) = (1], ds(t)=e*"[0], teR
0 1

Ein Fundamentalsystem von ' = Ay ist also gegeben durch (51 (1), gf_))g(t), b3 (t) bzw.

1 0 e?
)= 0 ¥ o0 |, teR.
-1 0 e

Die Losung zum gegebenen Anfangswert erhalten wir als 5(1‘,) = ®(t)¢, wobei der Vektor & € R3

0
aus ®(1)¢= | e | zu bestimmen ist. Wir 16sen also das lineare Gleichungssystem
2e
1 0 €2 c1
0 e 0 col=1ce¢
-1 0 €2 c3 2e



1

und erhalten c; = ™!, c3 = e7!, ¢; = —e. Die gesuchte Losung lautet somit

- 1
ot)= 0 | +=(1])e* teR
(&

= (G (G0 = (0 5) =

woraus unmittelbar fiir k& € Ny folgt:
2k
B = 0= C0f (R )

0 4 0 4 0 2(—1)k22k+1
2k+1 _ p2k — (_1\k _
e S R S T )

Wir erhalten somit fiir jedes ¢t € R:

b) i) Es gilt

© n oo (=1)F(2t)* 25°% (=D)F(2t)**+1
‘B _ Z tr B — k=0 " (2k)! k=0~ (2k+1)!
& = n' - 1 00 (_1)k(2t)2k+1 00 (_1)k(2t)2k
n=0 " 2 Zk:O (2k+1)! k=0 " (2k)!

:< cos(2t) 2sin(2t)>.

—Zsin(2t)  cos(2t)

b) ii) Die Losung des Anfangswertproblems §’ = By + <2c§sn((22tt))>’ 7(0) = <(1)) ist geméf der

Variation-der-Konstanten-Formel aus Kapitel 3.5 gegeben durch
t
gt) = et=tBg, 4 / e=)Bp(s) ds, teR,
to

Lo (1 oo (2sin(2t)\  » Lo . : , s
mit tg = 0, 4o = <O> und b(s) = (cos(Zt) > =: b. Mit dem Ergebnis aus i) erhilt man fiir jedes

teR:
(t) = P + /0 o (ii?fzi?) o
_ B +/’f < clos(2(t— 5))  2sin(2(t — s))> <2 Sin(28)> ds
0

-1 sin(2(t — s)) cos(2(t — s)) cos(2s)

t . .
. 2sin(2t) cos(2t) 2t sin(2t)

_ tB —

=¢ W +/0 <cos(2t)) ds = (—%sin(Qt) + tcos(2t) )

Bemerkung: Kennt man e'® nicht, so kann man die Variation-der-Konstanten-Formel aus Kapi-

tel 3.1 verwenden. In diesem Fall entsteht zusétzlicher Aufwand bei der Berechnung des Funda-

mentalsystems ® und seiner Inversen ®(7)~! und ®(0)~!, sowie bei den entsprechenden Matrix-
multiplikationen.

Aufgabe 2
a) Die Differentialgleichung ist von der Form P(z,y)dz + Q(z,y) dy = 0 mit

P(z,y) = 2stany,  Q(a,y) =2

wobei P,Q auf D := {(z,y) € R? : |y| < 7/2} stetig differenzierbar sind. Hier ist P, — Q, =
22(1 + tan®y) — 2z = 2ztany und PyI_DQI = tany hingt nur von y ab. Somit erhélt man einen

integrierenden Faktor p = p(y), der nur von y abhingt, durch Lésen von

!/

p = —tan(y) p



erhilt:
—siny

p(y) = e Yy obei — /tanydy = / dy = In(cos y).

Beachte, dass cosy > 0 fiir |y| < 7/2 ist. Also ist

cosy

uly) = e = cosy (> 0)
ein integrierender Faktor, die Gleichung

2z siny dx 4+ z2 cosy dy = 0

ist exakt in D, und eine Stammfunktion (ein Potential) ist gegeben durch F(z,y) = a?siny,

(x,7) € D. Alle Losungen der Differentialgleichung sind implizit gegeben durch z?siny = ¢, wobei
c € R. Die Anfangswertbedingung y(1) = 7 /4 fiihrt auf ¢ = 12sin(n/4) = 1/v/2, so dass die
gesuchte Losung gegeben ist durch 22 € y = 1/4/2 bzw. durch

1
y(z) = arcsin (E),x el,

wobei die Bedingung |y| < 7/2 auf \/51$2 < 1 fithrt und das maximale Existenzintervall also I =

(1/3/2, 00) ist.
Man kann die Gleichung auch durch Trennung der Variablen l6sen. Dann braucht man eine Stamm-
funktion zu 1/ tany und muss bei y = 0 etwas mehr aufpassen.

b) Die Differentialgleichung ist eine Riccati-Gleichung. Da keine konstanten Losungen existieren,
hat eine Polynomlésung ¢ einen Grad n € N. Dann haben ¢’ und ¢/z den Grad n — 1 und 23
hat den Grad 2n + 3, und man erhélt 2n + 3 =n — 1 oder 2n + 3 = 5, woraus n = 1 folgt. In der
Tat ist ¢(z) = = eine Losung. Setzt man y = u + ¢, erhdlt man das AWP

1
u = (22t + Du+ 2P, u(l) = 2.
x

Die Substitution z := 1/u fithrt auf das lineare AWP

1 1
! 4 3
2 =—22"+-)z—2°, z(1)=—.
(22 + ) 1=,
Losug der homogenen Gleichung ist z = ce~3e°~Inz _ %e_%ms. Eine Losung zp der inhomogenen
Gleichung erhilt man mittels Variation der Konstanten:

op=—e 5% 1 /:US 23 dy = —e"37" . 1 16%1‘5 = —i.

T r 2 2x

Die Anfangswertbedingung z(1) = 1/2 fiihrt wegen zp(1) = —1/2 auf ¢ = ¢*/°, und die eindeutige
Losung des linearen AWPs ist
e3(1=2%) 1 e3(=a%)

#(z) = x 2 2z ’

woraus marn

2
_® e
2e5(1-2%) _ 1

als eindeutige Losung des urspriinglichen AWPs erhiilt. Hier darf der Nenner nicht Null werden,

also muss 2¢5077°) > 1 bzw. 2% < 1+ 21n2 bleiben. Das maximale Existenzintervall (beachte die

Einschréinkung z > 0 in der Aufgabenstellung) ist also I = (0, {/1 + 5 In2).

Es ist auch ¢(x) = —z eine Losung, mit der man die Rechnung beginnen kann. Die Rechnungen
sind dann dhnlich.



Aufgabe 3

Der Potenzreihenansatz -
=2 cna”,
n=0
wobei ¢, € R, n € Ny, zu bestimmende Koeffizienten sind, fiihrt auf

o

oo
= E nepz™ E n(n — 1)cpa” -2,
n=1

Fiir gegebene Parameter a,b € R ist dabei ist die Losung der linearen Differentialgleichung durch
die Anfangsbedingungen ¢y = y(0) und ¢; = y'(0) eindeutig bestimmt. Die Losung ist hiingt also
ab von den vier Parametern a, b, cg, c1.

Fingesetzt in die linke Seite der Differentialgleichung ergibt sich

oo
Y (x) + 2%y (x) + 2zy(x Z n(n — 1),z 2 + chnaznﬂ + Zanx
n=0 n=0

= 2cy + Z% [(n +3)(n+2)cp+s3 + (n+ 2)04 "t

Auf der rechten Seite der Differentialgleichung steht
b+ azx.

Koeffizientenvergleich liefert nun

a, fallsn=0
920 — b d +3 +2 n =+ + 2 n = ’ 5
co und (n+3)(n+2)cpt3 + (n )e {0, falls n € N.
Somit ist
ol
2*27
. _a—2cy }(c _9)
3 3.9 3\V o)
1
- > 1,
Cn+3 n+3 "=

Die letzte Zeile ist eine Rekursionsformel in “Dreierschritten”. Hieraus liest man ab

1 a
k

= (— - — >
cak (1)3‘6'9-...-3k(co 2)’ k21,

1

k>1

147-...-Bk+1) " ’
1

= (=1)k b, k>0.
otz = ( )2-58u“-6k+2)’ =

cskp1 = (—1)F

Fiir gegebene a,b, cg,c1 € R sind dadurch alle Koeffizienten ¢, & > 2, bestimmt und die Losung
ist dann gegeben durch

(_1>k 3k k 3k+1 ( 1)k 3k+2

y(x)_60+(00_7)23 6-9- +6121 4 . 7 (3k—|—1)+ 22 95-8- (3k+2)

Hierdurch ist ein Polynom beschrieben genau dann, wenn die Faktoren vor den drei Reihen ver-
schwinden, dh also genau dann, wenn ¢; = b = 0 und ¢y = a/2 gilt. In diesem Fall ist die Losung
y(z) = ¢ eine Konstante.



Die gesuchte Menge der Paare (a,b) € R, fiir welche die Gleichung eine Polynomlésung besitzt,
ist also R x {0} = {(a,b) € R? : b =0}, dh b muss 0 sein, aber fiir b = 0 kann a beliebig sein (Wie
gesehen gibt zu jedem dieser Paare (a,b) genau eine Polynomldsung).

Man beachte auflerdem, dass sich die allgemeine Lésung schreiben lésst als

0 1 k 3k ( 1)k 3k+1
() = o (1 +k:13 9. 3k)+clzl 1 7. (BktD)
=:¢1() =:¢2(x)
k 3k+2 a & (_1)kx3k
b _ 2
+ Z258 3k 1 2) 2;369- 3k
=:(2)

wobei ¢y /9 linear unabhéingige Losungen der homogenen Gleichung sind und ¢ eine Lésung der
inhomogenen Gleichung ist, und zwar diejenige mit Anfangswerten 1(0) = 0, ¢'(0) =

Aufgabe 4

a) Das charakteristische System der gegebenen Gleichung lautet

ki (s) = 3k1(s),
ka(s) = ka(s),

/ _ kl(s)
w'(s) = Fa(5)? w(s)

Auf der Kurve I' = {(£%,€) : € > 0} sind die Anfangswerte vorgegeben und zu festem ¢ > 0 lauten
die Anfangswerte fiir das charakteristische System

kl(o) 2547
k?(o) :gv
1

Fiir festes ¢ > 0 erhilt man ki(s) = &% und ko(s) = £e® als eindeutige Losungen der ersten
beiden Gleichungen des charakteristischen Systems, dh als Grundcharakteristiken.

Wir bemerken, dass ki(s) = 43 = £(€e*)3 = &ha(s)? gilt, d.h. 2 = &3, wenn z = k1(s),y = ka(s)
gesetzt wird. Die Grundcharakteristiken verlassen D nicht und existieren fiir £ > 0, s € R mit
k1/2(s) — 0+ fiir s — —oo0.

Sei (x,y) € D. Dann gilt k1(s,§) = x, ka(s,£) = y genau dann, wenn

r=¢&y und y=¢&e’

bzw. genau dann, wenn
4

52% und s:ln<%>:ln(%>

gilt. Somit verlduft durch jeden Punkt (x,y) € D genau eine Grundchakteristik.

Fiir festes € > 0 erhalten wir das Anfangswertproblem

o i) !
w'(s) = ey wls) = Euls), w(0) =

dessen eindeutige Losung w(s) = %658 fiir s € R existiert.



Durch Einsetzen erhélt man als Losung der urspriinglichen Gleichung

_ ey vyt
u(z,y) = —exp| (=) | ="—>(>)" .
x Yy x x\zx
welche fiir jedes (x,y) € D definiert ist. Es ist also D = D hier.

b) Wie unter a) sind die Grundcharakterisitiken durch ki(s, &) = %%, ko(s,&) = €35, s € R
gegeben, wobei £ > 0, und es ist

% und s = In (%) =In <y$4),

so dass durch jeden Punkt (x,y) € D genau eine Grundcharakteristik verlduft.

ki(s,€) =z und ky(s,§) =y < £ =

Fiir festes € > 0 erhalten wir nun das Anfangswertproblem

_ ka(s)

w'(s) = oy wls)” = €w(s)?, w(0) =

E)

dessen eindeutige Losung man durch Trennung der Variablen bestimmt:
Y dw / 5 1 1 _1
— = &do, £ — — =¢&s, w(s)=(€—¢&s)  ==(1—-s)"".
|5 - ()= (—e9)" = ¢

Das maximale Existenzintervall dieser Losung ist (—oo,1), dh wir kénnen sie nicht fiir s > 1
betrachten.

Obwohl also die Grundcharakteristik fiir s € R existiert, existieren die zugehorigen Werte w(s) der
Losung nur fiir s € (—oo,1). Man beachte, dass ki(1) = £*¢? und kz(s) = £e. In den Punkten
(€%e3,&e), € > 0, hort die Losung auf zu existieren. Dies ist eine Parameterdarstellung der Kurve

{(y*/e,y) 1y > 0}
Durch Einsetzen erhalten wir als Losung der urspriinglichen Gleichung

3

u(z,y) = <1 ~ln (f))_l

und zwar fiir (z,y) € D, wobei
D :={(z,y) eR?: 2,y > 0,y*/e < x}.

Dies ist der maximale Existenzbereich in D fiir eine mittels der Charakteristikenmethode berechnete
Losung.



