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Losungsvorschlige

Aufgabe 1
a) Wir wollen zunéchst eine spezielle Losung der Form ¢(x) = ax finden. Setzen wir diese
Funktion in die Differentialgleichung ein, so folgt
1 1 o1 1 1
/ 2 _ 2.2 L 2 _ _

<p(:c)—|—ﬁg0(x) =at 01" =—7 & a +a+4_1_0 = a=-—3
Also ist ¢(x) = —%x eine spezielle Losung, die allerdings nicht die Anfangsbedingung erfiillt.
Die Substitution z(z) := (y(x) — p(x))~! fithrt dann auf die lineare Differentialgleichung

mit dem Anfangswert 2(1) = (y(1) — ¢(1))~' = 2. Die zugehérige Losung der homogenen
Gleichung ist

1
zp(x) = cexp(—Inz) =c—, ceR.
T

Eine spezielle Losung der Differentialgleichung fiir z erhalten wir mit Variation der Kon-
stanten. Setzen wir den Ansatz z,(x) = ¢(z): in die inhomogene Gleichung ein, so erhalten

WIr

1 1 1
c’(x); =5 = d(x) = - = c(z) =In(z)+d, deR.

Wir wihlen z,(z) = In(z)1 und erhalten als allgemeine Losung

1
= =1 -4z
) = 20(a) + 2p(e) = () + -
Riicksubstitution liefert uns schliellich die Losung
1
y(z) ’ —, fiir > 2.

- 2+1n(zx) 2

b)
Die Differentialgleichung ist von der Form P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0 mit

P(z,y)=y*—2* , Qz,y) = —2zy.

Die Differentialgleichung ist nicht exakt, denn es gilt

1



Wir suchen einen intergrierenden Faktor p = p(x). Fiir p = p(x) soll (uP), = (nQ), gelten,
also

(2)2y = —p(z)2y — 2u(x),

pr) =77

Wir bekommen die exakte Differentialgleichung

(y’z™% — 1)dx — 2yz~'dy = 0.

Fiir die Stammfunktion F(x,y) gilt

F,=2yz ' = F = —y*z~" +g(x).

Aus der Bedingung
F,=9%27%-1

bekommen wir, dass g(r) = —z + C und y* = V/Cz — 22 gilt.
Aufgabe 2
a) Wir geben zwei verschiedene Moglichkeiten zur Berechnung von e'4 an.

1. Moglichkeit: Es gilt
o (4 =2 4 =2 -4 0\ _ 52
N (10 —4/)\10 —4 0 —4) H 2L

A3 =224, A =2'T, AP =2%A A5= 95T ..

Es folgt

Induktiv erhalten wir

AP = (=) AP = (—1)R2% A = L(—1)F2? A, ke N,.

N =

Setzen wir dies in die Exponentialreihe ein, so folgt schliefllich

etA _ i itnAn _ i <_1)k22kt2kl + li (_1)k 22k+1t2k+1A
“—nl — (2k)! 24~ (2k+1)!
_ L. _ (cos(2t) 4 2sin(2t) — sin(2t)
= cos(2t)1 + 2 sin(2t)4 = ( 5 sin(2t) cos(2t) — 2sin(2t) ) °

2. Moglichkeit: Wir berechnen zunéchst die Eigenwerte und Eigenrdume von A. Das charak-
teristische Polynom der Matrix ist

CfA=a =2\
det(A—)\I)—det( 10 _4_)\)—)\ + 4.

Also haben wir die beiden (komplexen) Eigenwerte A/, = 4-2i. Die zugehérigen Eigenrdume
sind dann gegeben durch

. 4 -2 -2 ) 244
- 575
Kern(A — 2il) = Kern ( 10 4 2i> = lln{ ( 1 )},

Kern(A + 2iI) = lin{@} - lin{ <§ | é) }



Eine komplexe Losung ist

2 )
+ 5

3(t) = o ( 1 ) = (cos(2t) + isin(21) ( ! )

(% cos(2t) — + sm(Qt) + Sln(2t) + 2 COS(Qt))
cos(2t) +1 sm(Qt)

_ (5 cos(Q(ZSzQ?)sm(Qt)) L (%sin(ZQ;(;%)cos(Zt)) _

Fiir die weitere Rechnung wéhlen wir nun bekanntlich Real- und Imaginérteil von g;(t) als
linear unabhéngige Losungen, d.h. wir erhalten das Fundamentalsystem

%cos(2t) — %sin(Qt) %sin(2t) + %008(275)
O(t) = ( cos(2t) sin(2t) ) '

2 1
Mit ®(0) = <i (5)) und ®(0)~! = <(5) _12) erhalten wir schlieflich
1A 1 [cos(2t) + 2sin(2t) — sin(2t)
et =2(t)2(0)" = < 5sin(2t) cos(2t) — 2sin(2t) )

b) Die Losung des Anfangswertpoblems ergibt sich nun mit der Formel

j(t) = e5(0) + /0 t = 4p(s)ds,  b(s) = (_4;8)

Wir berechnen zunéchst das Integral. Hierbei tauchen die folgenden beiden Integrale auf, die
wir mit partieller Integration berechnen kénnen:

t t
/ ssin(2t — 2s)ds = [s3 cos(2t — 2s)]f — / 1 cos(2t — 2s)ds = 1t — 1 sin(2t),
0 0

¢ ¢
/ scos(2t — 2s)ds = [—s3 sin(2t — 2s)]f + / sin(2t — 2s)ds = 1 — 1 cos(2t).
0 0

Dies fithrt uns dann auf

t ¢ .
AT 10ssin(2t — 2s) + 4s cos(2t — 2s)
(t—s)A _
/0 ¢ b(s)ds /0 (243 sin(2t — 2s) — 2s cos(2t — 2s) ds
5t — 2sin(2t) + 1 - cos(2t
12t — 651n(2t) — S+ 1cos(2t))”

Damit erhalten wir schliefflich als Losung

t
j(t) = e (D +/ e=)4p(s)ds
0

_ ( sin(2t) 4 cos(2t) ) N ( 1+ 5t — 2 sin(2t) — cos(2t) >

3sin(2t) + cos(2t) —3 + 12t — 6sin(2t) + 5 cos(2¢)

1+5¢t— gsin(%)
—3 + 12t — 3sin(2t) + 3 cos(2t)

Aufgabe 3

a) Hier liegt eine Euler’sche Differentialgleichung vor. Wir machen zunéchst die Substitution
= In(x) bzw. x = €'. Fiir u(t) := y(e') bzw. y(x) = u(In(z)) erhalten wir dann
1 1 1
Yy =—u und ¢ =-——u+Su".
T T T
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Setzen wir dies ein, so erhalten wir eine inhomogene Differentialgleichung mit konstanten

Koeffizienten:

2y + oy —y=clhnr <= v’ —u=te.

Wir bestimmen zunéchst die allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen Gleichung fiir
u mit dem Ansatz u(t) = e, X € C. Dieser fithrt auf das charakteristische Polynom

M—1=QA-1A\+1)

mit den beiden Nullstellen A, = £1. Damit ist die allgemeine Lésung der homogenen
Gleichung gegeben durch

t —t
Upom () = 1" + ™", ¢1,c0 € R.

Fiir eine spezielle Losung machen wir nun einen Ansatz vom Typ der rechten Seite. Da vor
e! ein Polynom ersten Grades steht und da o +4w = 1+14-0 = 1 eine einfache Nullstelle des
charakteristischen Polynoms ist, machen wir den Ansatz

up(t) = (at + b)t'e’ = (at® +bt)e', a,b€R.
Hier haben wir die Ableitungen

ul (t) = (at® + 2at 4 bt + b)e’

up(t) = (at® + 4at + bt + 2a + 2b)e’
Setzen wir dies ein, so folgt
1 1
up — up = (4at 4 2b + 2a)e’ Ztel = a=- T b= —1

Wir erhalten damit die spezielle Losung u,(t) = 1¢(t — 1)ef, sowie die allgemeine Lésung
I Y ¢ —t
u(t) = 475(15 e’ + e + e, 1,00 €R.
Riicksubstitution fithrt schliefllich auf die allgemeine Losung der urspriinglichen Gleichung:

1 1
y(x) = 1 In(z)(In(z) — 1)z + 1z + C—y C1,C2 € R.

b) Der Potenzreihenansatz

y(x) = Zakx , ap €R,
k=0
mit - -
y'(x) = Z kapz™™' und 9 (z) = Z k(k — 1)apz™

k=1 k=2

fithrt auf
y'(z) = 22y (x) + 12y(z) = Z — Daga™? — Z 2kaa® + Z 12a,2"
=2 k=1 k=0

,

~~ ~~
L=k—2

oS o (e+2) (¢4 Daggpnt  =2kmo 2harat
= ((k+2)(k + Vagsr — 2kay, + 12a;) 2" = 0
k=0
— (k+2)(k+ 1)ags2 — 2kay + 12a;, = 0, fur alle k € Ny,
2% — 12

fiir alle £ € Ng.
(k+2)(k+1)% e € o

< Aky+2 =




Mit den Anfangswerten folgt ag = 1 und a; = 0. Laut Rekursionsvorschrift folgt damit

12
CLQ:—?'QOZ—G,
10
as = 5 a; =0, und damit: a, =0 fiir alle ungeraden k£ € N.
8
a4 = _E cAg = 4a
4 8
=730 M7 "1y
0
ag = 6 ag = 0,und damit erneut: a, = 0 fiir alle geraden k& > 8.
Somit erhalten wir ag = 1, as = —6, a4 = 4, ag = —% und a = 0 fiir £ # 0,2,4,6. Dies

fithrt auf die Losung

8
y(x) = —ExG + 4zt — 62 + 1.

Aufgabe 4

Wir betrachten die eindimensionale Wellengleichung mit Dirichlet-Randbedingungen
Opu(t, ) = Oppu(t,z) firt >0, z € (0,2),
u(t,0) =0=wu(t,2) firt>0
und machen den Ansatz ug(t,z) = vg(t)wg(x), t > 0, x € (0,2). Die Funktion ug(t, ) ist
genau dann eine Losung der Wellengleichung, wenn ein A\, € R existiert, so dass
(a) o) = Aeve(t)
(b)  wi(x) = Aewi(x)
gilt. Die allgemeine Losung von (b) lautet wy(z) = aevV™* + fe~ VM Bei dem Ansatz
ug(t, x) = vi(t)wg(x) ergibt sich fiir die Randbedingungen wuy (¢, 0) = 0 = ug(t, 2): vg(t)wy(0) =
0 = vk (t)wy(2), im nichttrivialen Fall vy # 0 also wg(0) = 0 = wg(2), d.h.
(¢) a+p=0
(d)  ae®™ 4 e 2V = 0.

Setzt man (c) in (d) ein, so ergibt sich die Bedingung
(62\/X — 6_2\/X> =0.

Wir gehen weiterhin von dem nichttrivialen Fall A\, # 0 aus. Dann folgt /), = %m.
Somit ist wy von der Gestalt wy(z) = ae2™® — qe~ 3™ = ¢, sin(472) mit k € Z, k # 0 Da
sin(z) = —sin(—=x) gilt, konnen wir k£ € N annehmen. Die allgemeine Losung der Gleichung
(a) fir Ay = —# lautet ay cos(£mt) + by sin(£mt).

Damit lauten die separierte-Variablen-Losungen

TX

u(t,x) = (ay cos(gmf) + by sin(gmf)) sin(gmc) (t>0,z€10,2])

mit £ € Ny und ¢, € R. Offensichtlich erfiillt eine konvergente Summe

Zuk(t, x)

die Differentialgleichung und die Randbedingungen. Aus den Anfangsbedingungen folgt, dass
ap = 0 fiir k # 3, ag = 1. Aulerdem gilt %’“bk =0 fiir k£ # 6 und ag = %
Als Losung des Anfangswertproblems erhalten wir

1 3 3
u(t,z) = 3 sin(3t) sin(3mx) + cos(?ﬂt) sin(%x).



