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Aufgabe 1 [7+3 = 10 Punkte]
Gegeben sei die Differentialgleichung

(1 + x?)y” (x) — 2xy’ (x) + 2y(x) = 0. (@)

(o]

k . =
poo X" die Lo

(a) Berechnen Sie mit Hilfe eines (gewohnlichen) Potenzreihenansatzes y(x) = };
sung des dazugehorigen Anfangswertproblems mit y(0) = -1, y'(0) = 0.

(b) Berechnen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung (s)).
LOsuNG:

(a) Der (gewohnliche) Potenzreihenansatz y(x) = E;:o:o axk mit ' (x) = E;; akx*1 und v (x) =
2;:;2 ack(k — 1)x*2 fithrt eingesetzt in die Differentialgleichung auf

0=(1+2x%) Z agk(k — 1)x*2 - 2x Z a1 +2 Z axk
k=2 k=1 k=0

ak(k = D)2 + 3 agk(k — 1)x* = Y, 2akx* + Y 20,5

k=2 k:l k=0

B

>~
L
N

= 2 ok + 2)(k + D)xk + D] agk(k — 1)xk = Y 2aka + Y] 2a,xF
k=0

k=2 k=1 k=0

= 2a, +2ay + 6a3x + ) X [a 5 (k + 2)(k + 1) + ap(k(k — 1) = 2k + 2)]
k=2

= 2(a, + agy) + 6azx + i XM [ago(k +2)(k + 1) + ap(k — 1)(k - 2)]
k=2

Koeflizientenvergleich liefert die Gleichungen

ay+ay,=0 (1)
a5 =0 )
bk + 2k + 1) +ak-1)(k-2) =0, k=2, 3)

welche auf die Rekursionsformel fiir die Koeffizienten

C (k-2)k-1)
B (R
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(b)

fithrt. Aus den Anfangswerten erhélt man y(0) = 4y = -1 und y’(0) = a4, = 0.
Wegen a; = a; = 0 folgt mit (§)

ﬂ2m+1 = 0 fur m e N.

Gleichung (fll) liefert a, = 1 und damit wegen (§)

0-1

ag = —azm =0, a,=0, allgemein a,,=0 fir m>2.

Es folgt

y(x) = -1+ %

Die Differentialgleichung (8)) ist 2. Ordnung linear. Somit gibt es zwei linear unabhingige
Fundamentall6sungen. Die zweite erhalt man z.B. aus (a) mit 4, = 0 und a; = 1. Eingesetzt in
die Rekursionsgleichung erhélt man

4y, =0 furalle m=>0
Ay =0 faralle m>1,

und damit y,(x) = x. Sei y;(x) = =1 + x?, dann sind y; und y, linear unabhiingig und es gilt
Y(x) = iy (%) + yp(x) = (2 = 1) + cox, ¢,6,€C,

ist die allgemeine Losung der DGL.
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Aufgabe 2 [10 Punkte]
Losen Sie das Anfangswertproblem fiir die Funktioneny; :R - C,y, : R — C

y1(x) + 2y1(x) = 2iy,(x)

Y5(x) = yo(%) = =2iy (x) + €& 7 mit  y;(1) = 0,y,(1) = 0.

LOsuNG: Setze y(x) = (y;(x), yo(x)). Dann lasst sich das gegebene System in der Form ' (x) = Ay(x)+

b(x) schreiben mit
A= (jzzi 21) bx) = (e(z’x), y(1) = (8)

Die Losung des Systems ist daher gegeben durch (Variation der Konstanten)
y(x) = e DAY(1) + ¢4 f e~*4b(s)ds = e*4 f e~*4b(s) ds.
1 1

Es bleibt also das Matrixexponential e zu berechnen. Wegen A* = A besitzt die Matrix A nur reelle
Eigenwerte, welche man aus den Nullstellen des charakteristischen Polynoms

xaA) =det(A= A1) = (2-N)(1-A)-4=12+1-6=0

erhilt. Diese sind A; = =3 und A, = 2, mit den entsprechenden Eigenraumen
1 2i 1 2i -2i
é”(—3):l<er(A+31l):l<er(_2i 4):ker(o O):C( 1 )

&(2) = ker(A - 21) = ker (_‘fi _21) = ker (—%i _01) =C (_121) .

-2i 1 )
Setzte S = ( 1 —Zi)’ dann gilt

Gl 1 -2i -1 _121 1
T _4-1\-1 -=2i] s5\1 2i
und damit
S'AS = diag(-3,-2) =: D.

Es folgt

e

—3x —3x 2x 2 p2X —3x
YA — ,xSDST! _ cxDg-1 — e 0 -1 — 1 4e te 21(8 —e )
=€ =5e75T =5 ( 0 ez") 57 = 5 (21(6‘3”‘ —e%) e + 4e*

Die Losung des Systems ist also

X 1 rx 2i(€2x _ e—3x+55) §62x(x _ 1) _ g(er _ eS—Sx)
= (=5)4 == =3 25
y(X) ‘[1\ e b(S) ds 5 L ( e—3x+5s + 4623( ds %(ez;c _ e5—3x) + %ezx(x _ 1) .
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Aufgabe 3 [10 Punkte]

Im Folgenden soll das Randwertproblem

3D u(x,y) + 2D,u(x,y) = sin(2x — 3y)

u(x,0) = xe* (o0)

fir x, y € R gelost werden. Gehen Sie dabei zum Beispiel wie folgt vor:

(i) Bestimmen Sie eine Funktion v(x, y) mit

3D;0(x, ) + 2Dy0(x, y) = 0
v(x,0) = xe*.

(ii) Bestimmen Sie eine Funktion w(x, y) mit

3D w(x,y) + 2D,w(x,y) = sin(2x — 3y)
w(x,0) = 0.

(iii) Bestimmen Sie die Losung des Randwertproblems (o).

LOsuNG: Variante 1:

(i) Die DGL ist aquivalent zu (g) - Vo(x,y) = 0. Definiert man neue Koordinaten (&, ) via

)=o) me A=) el )k

so gilt fur 9(&,n) = v (A (i)) =v(3& +1,28)

D,9(&, 1) = 3D10(3E + 1,28) + 2D,0(3E + 1, 28).
Aus der Differentialgleichung fiir v liest man ab
D,o(&,n) =

und somit 9(&, n) = f(n) mit f € Z(R) beliebig. Dann gilt aber
ox,y) =7 (A_1 (i)) =9(3,32x-3y) = f (3¢ -3y)).
Aus den Randbedingungen folgt v(x, 0) = f(x) = xe* und damit

o(x,y)=f (%(Zx - 3y)) = %(Zx 3y)62(2x 3)
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(ii) Aus Aufgabenteil (a) weifl man 2x — 3y = 2. Damit lautet die Differentialgleichung fiir
wE,n) =w (A (i)) = w(3& + 1,2¢) in den Koordinaten (&, 1)

Dy@(E,m) = sin(27).

Integration der Gleichung nach & liefert

(&, 1) = (£ +g(m) sin(2n)

bzw. riicktransformiert in die urspriinglichen Koordinaten
w(x,y) = (2, 2(2x - 3y)) (f + g( (2x - 3y))) sin(2x — 3y).
Aus der Randbedingung w(x, 0) = g(x) sin(2x) = 0 erhalt man g(x) = 0 und somit

w(x,y) = s1n(2x 3y).

(iii) Die Losung des vollen inhomogenen Randwertproblems ist gegeben durch (Superpositions-
Prinzip)

1
u(x,y) = o(x,y) + wlx,y) = 12x - 3y)e2® ™ + Lsin(2x - 3y).

Variante 2: Bei der Differentialgleichung handelt es sich um ein Anfangswertproblem fiir eine inho-
mogene Transportgleichung (in einer Dimension, mit Zeit { = i) von der Form

D,u(x,y) + cDyu(x,y) = f(x,y)
u(x, 0) = g(x)

mit der allgemeinen Losung

Y

u(x,y) = g(x —cy) + f fx+c(z-y), z)dz.

0

Hier ist ¢ = 3, f(x,y) = 7 sin(2x — 3y), g(x) = xe* und somit
s\ oy LY 3
u(x,y) = (x - Ey) e 27+ 5 fo sin(2(x + 3(z - y)) — 3z)dz

(x-
(x-

NIU)

EE e
y) e E f sin(2x — 3y) dz
0

y)e S ys1n(2x 3y).

NIQJ
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Aufgabe 4 [2+3+5 = 10 Punkte]

(a) Geben Sie das zur linearen Differentialgleichung
Y (x) +7y"(x) = 3y’ (x) + 4y(x) = &
aquivalente System erster Ordnung an.

(b) Die Funktionen y;(x) = x2, y,(x) = x* + 5™ sin 2x, y5(x) = x? — ¢#~V* sind Lésungen der
Differentialgleichung

y”(x) + 2y (x) + 5y(x) = 2 + 4x + 5x%.
Bestimmen Sie die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung.
(c) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung
v+ 1 +xy)y =0

nicht exakt ist und bestimmen Sie einen integrierenden Faktor u, der nur vom Produkt xy

abhangt, u(x, y) = p(xy).

LOsuNG:
y(x)
(a) Setze z(x) =|y’(x) |. Dann gilt

y”(x)

y@) (0 1 0)f(yw) (o

Z@) =y =10 0 1|ly(x)|+]O0].

y”(x) -4 3 -7y (x) e*

—A =:b(x)

Also ist z’(x) = Az(x) + b(x) das zur obigen DGL &quivalente System.

(b) Eshandelt sich um eine inhomogene, lineare Differentialgleichung 2. Ordnung, deren Losungs-
raum gegeben ist durch

3:gh+yp

wobei .}, den zweidimensionalen Losungsraum der homogenen Differentialgleichung und y,,
eine partikuldre Losung der ihhomogenen DGL bezeichnet. Da Differenzen von Losungen den
inhomogenen Gleichung der homogenen DGL geniigen, erhilt man wegen

Y1(x) = y5(x) = =5e™* sin 2x
Y1(x) — y3(x) = @ DY = ¢7*(cos 2x + isin 2x)
Yo (x) = y3(x) = e7*((5 + i) sin 2x + cos 2x)

den Losungsraum der homogenen Gleichung zu
Z, = lin{e™ sin 2x, e™* cos 2x}.
Weiter liest man y,(x) = x? ab. Die allgemeine Losung der DGL ist daher von der Form

y(x) = x* + ae™*sin2x + fe* cos2x, a,B €C.
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(c) Die Differentialgleichung ist von der Form f(x,y)dx + g(x, y) dy = 0 mit
fr,y)=y* und g(x,y)=1+xy.
Wegen
dyf(x,y) =2y £y =ig(xy)

ist die Differentialgleichung nicht exakt.
Fiir einen integrierenden Faktor u(x,y) = p(xy) muss gelten d, (uf) = d,(ug). Es ist

3, (uf) = d,(pf) = D,p)f +p(d,f) = p'(xy)xy* + p(xy)2y
d.(ug) = J:(pg) = (d;p)g + p(dy8) = p’(xy)y(1 + xy) + p(xy)2y.

und damit

p'(xy)y(1 + xy) + p(xy)2y = p’'(xy)xy® + p(xy)2y  bzw.
p'(xy) = p(xy).

Diese Differentialgleichung fiir p liefert als integrierenden Faktor somit
plxy) = e
und die DGL
y*e¥dx + (1 +xy)e?dy =0

ist exakt.
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